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В В Е Д Е Н И Е  

 

 

Математика является не 

только универсальным языком 

науки и мощным средством ре-

шения прикладных задач, но и 

элементом общей культуры. 

Поэтому математическое обра-

зование следует рассматривать 

как важнейшую составляющую 

фундаментальной подготовки 

специалиста.  Успех  учёбы  по 

высшей математике в высшей школе зависит от высокой науч-

ной и педагогической квалификации преподавателей и организа-

ции самостоятельного учебного труда самих студентов. Только 

при систематическом самостоятельном учебном труде студентов 

информация, полученная ими на лекциях, может быть перерабо-

тана в систему знаний, которая в ходе практических занятий 

преобразуется в соответствующую систему умений и навыков.  

Основными задачами самостоятельной учебной работы 

студентов являются:  

1) творческое восприятие информации на лекции, её осмыс-

ливание и изложение содержания в конспекте лекции;  

2) обобщение и переработка воспринятой информации в зна-

ния;  

3) изучение учебной литературы и первоисточников, их кон-

спектирование и доработка лекционных конспектов;  

4) приобретение умений путём решения задач, выполнения 

расчётов и других практических заданий;  

5) выработка навыков, развитие творчества путём применения 

полученных знаний к решению практических задач.  

К выполнению заданий следует приступить лишь после 

изучения теоретического материала, соответствующего этой те-
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ме. Весь теоретический материал для выполнения типового рас-

чёта можно почерпнуть из учебников  или из конспекта лекций. 

В предлагаемых методических указаниях приводятся лишь крат-

кие теоретические сведения, необходимые для решения задач. 

Методические указания содержат теоретические вопросы, по-

дробно разобранные упражнения и набор заданий трех уровней 

сложности. Это позволит реализовать дифференцированный 

подход в обучении – каждый студент может решать задания до-

ступного ему уровня сложности. Также предложены контроль-

ные работы и расчетные задания. 

Задачи решаются в аудитории (на практических занятиях) и 

в рамках самостоятельной работы (домашние задания). Необхо-

димо также выполнить ряд контрольных работ и индивидуаль-

ных заданий по основным темам. При оценке работы студента на 

зачёте учитывается посещаемость студентом практических заня-

тий и его активность на этих занятиях. 

Критериями оценки результатов самостоятельной работы 

студента являются: 

– уровень освоения студентом учебного материала; 

– умение студента использовать теоретические знания при 

выполнении практических задач; 

– сформированность общеучебных умений; 

– обоснованность и четкость изложения ответа; 

– оформление материала в соответствии с требованиями. 
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Т Е М А  1 :  ДЕЙСТВИЯ НАД МАТРИЦАМИ 
 

Контрольные вопросы. 

1) Что называется матрицей?  

2) Что называется главной диагональю в матрице? 

3) Как определяется расположение элемента в матрице? 

4) Как определяется размер матрицы? 

5) Какая матрица называется квадратной порядка n ? 

6) Операция сложения матриц. В каком случае выполняется 

операция сложения? Свойства операции сложения. 

7) Операция умножения матриц. В каком случае выполня-

ется операция умножения? Свойства операции умножения. 

8) В чем заключается операция транспонирования матриц? 

 

 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 

Пример  1.  Дано три  матрицы: 






















341

024

312

A , 























54

34

12

B  и 
























10

105

24

C . 

а) Найти: BAD  , если это возможно.  

Определим размер заданных матриц: матрица A  имеет 3 

строки, т.е. 3m  и три столбца, т.е. 3n , тогда размер этой 

матрицы 33A . У матрицы B  число строк 3m , число столбцов 

2n , т.е. 23B . Таким образом, размеры матриц различны, их 

нельзя складывать. 

б) Найти CBK  , если это возможно.  

Отметим, что соответствующими элементами матрицы 

называют элементы, находящиеся на пересечении одинаковых 
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строк и одинаковых столбцов. Размеры матриц 23B  и 23C  оди-

наковы, потому вычитание возможно: 















































10

105

24

54

34

12

CBK  

 
 

  














































64

79

12

1504

10354

2142

. 

в) Найти KBM 32  , если это возможно. 

Так как размер матриц 23B  и 23K  одинаков, то их можно 

складывать. 















































64

79

12

3

54

34

12

2M  

 
 

 

 
 

 

















































6343

7393

1323

5242

3242

1222

 















































1812

2127

36

108

68

24

 

 

сложим соответ-

ствующие элемен-

ты матриц 

каждый элемент матриц 

умножим на соответ-

ствующее число 
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2820

1535

12

1810128

216278

3264

. 

 
Пример  2.  Рассмотрим данные в примере 1 матрицы A , 

B  и C . Какое из произведений BA  или CB  существует? 

Найдите элемент 21d , стоящий на пересечении второй строки и 

первого столбца существующего произведения.  
Решение .   
Возможность произведения матриц проверяется по форму-

ле: 

nmnppm CBA     ABBA   

Запишем размер данных матриц: 33A , 23B , 23C  и прове-

рим возможность произведения. 

232333   DBA  – произведение возможно 

 322323   CB  – произведение не возможно. 

Найдем элемент 21d . 

 
  1608840422421 d . 

Пример  3.  Даны матрицы 













13

21
A  и 















154

120
B . Найти произведение BA  и AB , если это 

возможно.  

Решение .   

323222   CBA  – умножение возможно, 

найдем сумму произведений элементов 2-ой 

строки матрицы A , стоящей на 1-ом месте в 

произведении, на соответствующие элементы 

1-го столбца матрицы B , являющейся вторым 

множителем произведения 
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 232232   AB  – умножение невозможно. 

Матрица произведения 









232221

131211

32
ccc

ccc
C  имеет 2 стро-

ки, 3 столбца и 6 элементов. 

Найдем каждый элемент матрицы произведения 32C  от-

дельно. 

 

 

 

 

 

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 2-ой 

строки матрицы А и элементы   

2-го столбца матрицы B 

22c      115123   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 2-ой 

строки матрицы А и элементы   

1-го столбца матрицы B 

21c    44103   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 1-ой 

строки матрицы А и элементы   

3-го столбца матрицы B 

13c      31211   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 1-ой 

строки матрицы А и элементы   

2-го столбца матрицы B 

12c      125221   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 1-ой 

строки матрицы А и элементы   

1-го столбца матрицы B 

11c    84201   
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В результате получили матрицу 













444

3128
BAC .  

 

Пример  4.  Найти 3A , если 









40

12
A .  

Решение.   

Возведение матрицы в степень n  определяется как умно-

жение матрицы на себя n  раз. Таким образом, AAAA 3 .  

Найдем 3A  поэтапно. Прежде всего, вычислим 









 

2221

1211

222222

2

bb

bb
BAAAAA . 

 

 

 

перемножаются и склады-

ваются соответствующие эле-

менты 2-ой строки и 1-го 

столбца матрицы А  

21b    00420   

перемножаются и склады-

ваются соответствующие эле-

менты 1-ой строки и 2-го 

столбца матрицы А  

12b    24112   

перемножаются и склады-

ваются соответствующие эле-

менты 1-ой строки и 1-го 

столбца матрицы А  

11b      40122   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 2-ой 

строки матрицы А и элементы   

3-го столбца матрицы B 

23c      41113   
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В результате умножения получили 









160

24
2 BA . 

Найдем 3A , выполнив умножение 222222

23

  CABAAA . 

Отметим, что придерживаемся определенного порядка умноже-

ния матриц, а именно, матрицу 2AB   умножаем на матрицу A . 

Элементы искомая матрица 







 

2221

1211

22

3

сс

сc
CA  найдем от-

дельно. 

 

 

 

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 21-

ой строки матрицы B и элементы   

1-го столбца матрицы A 

21c    001620   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 1-ой 

строки матрицы B и элементы   

2-го столбца матрицы A 

12c  124214   

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 1-ой 

строки матрицы B и элементы   

1-го столбца матрицы A 

11c    80224   

перемножаются и склады-

ваются соответствующие эле-

менты 2-ой строки и 2-го 

столбца матрицы А  

22b  164410   
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Таким образом, в результате получаем матрицу 











640

128
3 CA . 

Пример  5.  Даны матрицы 














 



65

43

12

A , 






 


53

12
B , 













4231

1124
C  и 



















987

654

321

D . Найдите TA , TB , TC  и 

TD , т.е. транспонируйте данные матрицы. 

Решение .   
Напомним, что операция транспонирования матрицы – 

это замена её строк столбцами с теми же номерами, т.е. 1-ая 

строка станет 1-ым столбцом и т.д., получим T

mnnm AA   .  

Найдем соответствующие транспонированные матрицы. 















 



65

43

12

23A    











641

532
32

TA ; 








 


53

12
22B    












51

32
22

TB ; 

перемножаются и складываются 

соответствующие элементы 2-ой 

строки матрицы B и элементы   

2-го столбца матрицы A 

22c  6441610   
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4231

1124
42C   



























41

21

32

14

24

TC ; 



















987

654

321

33D    


















963

852

741

33

TD . 

 

Пример  6.  Матрицы и определители. Выполнить опера-

ции над матрицами:  TEABC  , если 









352

614
A , 



















64

21

53

B . 

Решение .   
Выполним операции по действиям: 

1) 

























352

614

64

21

53

AB  


























366456142644

326152112241

356355132543

















423428

12118

332822

; 

2)  



































100

010

001

423428

12118

332822

EAB  
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042034028

01211108

033028122

















423428

12128

332823

; 

3)  



































421233

341228

28823

423428

12128

332823
T

T
EAB . 

Ответ:   


















421233

341228

28823
T

EAB . 

 

Пример  7.  Найти значение матричного многочлена 

  32 23  xxxxf ,  









23

01
A . 

Решение .   
В данном случае следует выполнить следующие действия с 

матрицами: 

  EAAAAf  32 23 , 

где E  – единичная матрица. 

Вычислим по действиям: 

1) 

















23

01

23

01
2 AAA  

 

  






















43

01

22033213

20013011
; 

2) 

















23

01

43

01
23 AAA  

 

  






















89

01

24033413

20013011
; 
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3)   



































10

01
3

23

01

43

01
2

89

01
Af  


















































16

07

30

03

23

01

86

02

89

01
. 

Ответ:    











16

07
Af . 

 

Пример  8. Найти значение матричного многочлена  Af : 

  496 23  xxxxf , где 


















410

120

001

A . 

Решение .   
В данном случае следует выполнить следующие действия с 

матрицами: 

  EAAAAf  496 23 , 

где E  – единичная матрица. 
Вычислим по действиям: 

1) 



































410

120

001

410

120

001
2 AAA  

 
       

 


























441100142100040110

411200112200010210

401001102001000011

 



















1560

630

001

; 
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2) 



































410

120

001

1560

630

001
23 AAA  

 
       

 


























415160011526000150610

461300162300010210

401001102001000011

 



















54270

2700

001

; 

3) 



































90360

36180

006

1560

630

001

66 2A ; 

4) 



































3690

9180

009

410

120

001

99 A ; 

5) 



































400

040

004

100

010

001

44 E ; 

6)    EAAAAf 496 23  





































90360

36180

006

54270

2700

001

 





































400

040

004

3690

9180

009
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43690540936270000

0936274181800000

000000004961

 



















400

040

008

. 

Ответ:   


















400

040

008

Af . 

 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
 
(во всех заданиях n – номер варианта) 

 
1 УРОВЕНЬ 

Задание  1.1.  Даны матрицы 













12

542

n
A , 















126

813
B , 












105

42
C . Проанализировав размер мат-

рицы, определите возможность действий  BA , CA , BA 42  . 
В ответ запишите суммы элементов полученных матриц. 

Задание  1.2. Даны матрицы 
























115

204

312

A  и 



















254

312

01 n

B . Найдите матрицу TT BAC 3 , в ответ запи-

шите наибольший элемент полученной матрицы. 
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Задание  1.3.  Даны матрицы 











41

32
A , 























51

40

32

B ,  













13

2n
C . Проведя соответствующий анализ, найдите произ-

ведение матриц, где это возможно. В ответ запишите сумму эле-
ментов главной диагонали каждой полученной матрицы. 

Задание  1.4.  Вычислите многочлен  Df , если 

  322  xxxf , a 











41

1 n
D . 

 

2 УРОВЕНЬ 
 

Задание 1.5.  Дана сумма матриц: 







































521

11

764

531
2

52

3
3

n

y

nx
. 

Найдите значение выражения yx 32  . 

Задание 1.6.  Найдите матрицу  

  































2

4

12

34

101

321

n

. 

Проверьте, справедливо ли равенство  

   CBACBACBA  . 

Задание 1.7.  Вычислите матрицу  TABCD  2 , если 















n
A

1010

211
, 























50

32

110n

B , 









02

31
C . 
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Задание  1.8.  Докажите, что матрица 






 


12

12
X  удо-

влетворяет уравнению 02  CBxAx , где 













11

11
A , 








 


21

10
B , 







 


12

12
C , 










00

00
0 . 

 

3 УРОВЕНЬ 
 
Задание  1.9.  Какие из следующих операций можно про-

вести с матрицами A , B ? 

а) BA ; б) BAT  ; в) TBA ; г) BA ; 

д) AB ; е) BAT  ; ж) TBA ; з) TT BA  ; 

и) TT AB  ,  

если 













145

1021 n
A , 

























42

010

12

nB . Произведите соответ-

ствующие действия, где это возможно. 

Задание 1.10. Является ли матрица 














 



410

312

0110n

X  

корнем уравнения 





































































203344

21316777

14706

5

1024

127

541

214

2105

026

nn

nnn

n

E

n

Xn . 

 
Задание 1.11. Дано произведение матриц: 



 20 

C
nn





























































1242

1016

54101

3122

1332

4011

31042

4135

. 

Найдите следующие элементы матрицы произведения C : 

21c , 32c , 12c , 24c . 

 

 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ  
ДЛЯ ДОМАШНЕЙ РАБОТЫ 

 
Задание  1.12. Даны матрицы: 





















112

1032

123

nA , 




















110

2105

421

nB , 




















1

2

2

C . 

Найдите матрицы: а) TBCAD 2 , б) BACK TT  2 . 
 
Задание 1.13.  Проверьте справедливость равенства 

   CBACBA   при заданных матрицах 

 21A ,   













3512

2111

n

n
B , 

























011132

167412

50123

n

nC . 

 
Задание 1.14.  Дано произведение матриц: 





































542

231

21

5

310

21

1

32

y

xx

n
. 

Найдите значения 2x , 3x , 1y . 
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Т Е М А  2 :  ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ МАТРИЦ. 

РАНГ МАТРИЦЫ 
 

Контрольные вопросы. 

1) В чем заключается метод элементарных преобразований 

над матрицами?  

2) Какая матрица называется ступенчатой матрицей? 

3) Что называется рангом матрицы? 

 

 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 
 

Пример  9.  Привести к ступенчатому виду матрицу 

1 0 2 8

1 3 0 5

1 1 1 4

A

 
 

   
 
 

. 

Решение.    
Выполним следующие элементарные преобразования над 

матрицей A : 

1) к элементам второй строки прибавим соответствующие 

элементы первой строки и из элементов третьей строки вычтем 

элементы первой строки, в результате A  преобразуется к виду: 

1 0 2 8

0 3 2 3

0 1 1 4

A

 
 

  
   

; 

2) переставим вторую и третью строки:  

1 0 2 8

0 1 1 4

0 3 2 3

A

 
 

   
 
 

; 
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3) из третьей строки полученной матрицы вычтем вторую 

строку, умноженную на 3, получим: 


















15500

4110

8201

1AA .  

Пример 10.  Найти ранг матрицы 




















221

351

642

A . 

Решение .   
Приведем данную матрицу к ступенчатому виду с помо-

щью элементарных преобразований: 

 

 















 

1000

530

221

~ ;    3rang A . 

Пример  11.  Найти ранг матрицы 

























28112

71524

42312

A . 

Решение.   
Вычислять ранг матрицы будем с помощью элементарных 

преобразований, приводя матрицу элементарными преобразова-

ниями к ступенчатому виду. 

1) Вычтем из 2-ой строки 1-ую строку,  

результат запишем во 2-ую строку; 

2) Вычтем из 3-ей строки 1-ую строку, умножен-

ную на 2, результат запишем в 3-ю строку 

 

~ ~ 

поменяем ме-

стами 1-ую и 

3-ю строки 
~

221

351

642



















A  ~

642

351

221

~
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~

28112

71524

42312























A  

 

~

210200

15100

42312

~






















 

 


































15100

42312
~

00000

15100

42312

~ . 

Таким образом, исходная матрица методом элементарных 

преобразований приведена к виду, когда ее ранг равен количе-

ству ее ненулевых строк. Следовательно,   2rang A . 

Пример  12.  Найти ранг матрицы 

2 1 3 2 4

4 2 5 1 7

2 1 1 8 2

A

  
 

  
  

. 

Решение.    
Вычислим ранг матрицы, приводя ее с помощью элемен-

тарных преобразований к ступенчатому виду: 

Вычтем из 3-ой строки 2-ую стро-

ку, умноженную на 2, результат 

запишем в 3-ю строку 

 

~ ~ 

1) Вычтем из 2-ой строки 1-ую строку, умножен-

ную на 2, результат запишем во 2-ую строку; 

2) Вычтем из 3-ей строки 1-ую строку,  

результат запишем в 3-ю строку 

 

~ ~ 
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~

28112

71524

42312























A  

 

~

210200

15100

42312

~






















 
 





















00000

15100

42312

~   

Таким образом, ранг полученной матрицы равен числу ее 

ненулевых строк, т.е. равен 2. А, следовательно, ранг исходной 

матрицы также равен 2,   2Ar . 

Пример  13.  Найти ранг матрицы 






















6111

512

2111

a

a

B  

при различных значениях a . 

Решение.    
При помощи элементарных преобразований приведем дан-

ную матрицу к ступенчатому виду: 

~

4120

15210

2111

~

6111

512

2111













































a

aa

a

a

a

B  

   











































aa

aa

a

aa

aa

a

323300

12510

2111

~

269300

12510

2111

~ . 

Поясним выполненные действия: 

Умножим 2-ую строку на (–2), 

сложим с 3-ей строкой, сумму 

запишем в 3-ю строку. 

Вычтем из 2-ой строки удво-

енную 1-ую строку, результат 

запишем во 2-ую строку.  

Вычтем из 3-ей строки 1-ую 

строку, результат запишем в 

3-ю строку. 
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1) вычтем из 2-ой строки удвоенную 1-ю строку, вычтем из 

3-ей строки 1-ую; 

2) вычтем из 3-ей строки удвоенную 2-ую строку. 

Видим, что в полученной ступенчатой матрице при 3a  

последняя строка становится нулевой, в остальных случаях это 

не так. 

Ответ:    2Br  при 3a ,   3Br  при 3a . 

 

 

ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

(во всех заданиях n  – номер вашего варианта) 

 

1 УРОВЕНЬ 
 

Задание 2.1.  Найдите ранг матрицы: 

а) 
























10313

1092

201031

A ; б) 
























211

431

102

B . 

 

2 УРОВЕНЬ 
Задание  2.2.  Найдите ранг матрицы  

























3265

4174

5321

A . 

Задание 2 .3.Укажите те значения параметров p  и q , при 

которых ранг матрицы 


















q

pA

105

63

321

 равен 1. 
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3 УРОВЕНЬ 
 

Задание 2.4.  Найдите значение параметра t , при котором 

  3rang A . 































t

A

712183

43212

25373

43221

. 

 

 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

Задание 2.5.  Найдите ранг 



























6111

512
2

1
11

n

n

B .  

Задание 2 .6.  Найдите ранг данной матрицы методом 

элементарных преобразований (по вариантам): 

1. 



























162121

191113

1112

3131

 2. 

























1311

1121

1111

1121

 

3. 





























11031

1111

0112

1321

 4. 





























11962

161331

1131

6531
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5. 





















 0441

1511

1131

1112

 6. 























5240

2213

2132

1321

 

7. 



























1511

0441

1332

11310

 9. 

























811157

1051

2131

4213

 

10. 





























6422

3211

3021

1111

 11. 

























2131

4213

1051

7153

 

11. 





























1134

2431

0213

1312

 12. 



























2242

7813

12932

1121

 

13. 

























1201

1423

3311

4132

 14. 





























4826

2413

4628

2314

 

15. 



























5741

1321

2413

1132

 16. 



























1111

3936

2624

1312
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17. 



























5121

7341

4213

1132

 18. 





























2143

2111

3214

1325

 

19. 





























27121

2891

4132

2321

 20. 



























1433

0421

1233

1012

 

21. 





















8042

9756

7534

5312

 22. 





























2215

2112

3211

1112

 

23. 





























6212

1113

2212

3111

 24. 





























1173

8951

4113

1211

 

25. 





















0043

10759

6536

2313

 26. 





























1172

8950

4114

1211

 

27. 





























1172

8950

4114

1211

 28. 





























6152

1123

2312

3121
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29. 





























6215

1112

2211

3112

 30. 





















8043

9759

7536

5313

 

 

Задание 2 .7.  Вычислите ранг матрицы: 































121121

020111

545232

222111

A . 
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Т Е М А  3 :  ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. МИНОРЫ И АЛГЕБРАИЧЕ-

СКИЕ ДОПОЛНЕНИЯ. 
 

Контрольные вопросы. 

1) Что называется определителем матрицы?  

2) Сформулировать свойства определителя матрицы. 

3) Что называется минором для элемента ija  матрицы? 

4) Что называется алгебраическим дополнением для эле-

мента  ija  матрицы? 

5) Какие существуют способы вычисления определителей 

различных порядков? 

 

 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 

 
Пример  14.  Вычислить определитель матрицы 








 


42

31
A . 

Решение .   

Определитель будет равен: 

1 3
1 4 ( 3) 2 10

2 4


        . 

 

Пример  15 . Вычислить определитель матрицы  



















524

023

201

A . 

Решение .   

Определитель этой матрицы будет равен: 
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1816121050)3(102

22422)3(400521

524

023

201




  

 

 

Пример  16 . Вычислить миноры 13M  и 32M  для соответ-

ствующих элементов матрицы 


















524

023

201

A . 

Решение .   

Вычислим минор 13M  для элемента 13a  матрицы. Для этого 

запишем определитель второго порядка, полученный вычерки-

ванием первой строки и третьего столбца из исходной матрицы, 

и вычислим определитель: 

  14862423
24

23
13 


M . 

Аналогично вычислим минор 32M . В этом случае опреде-

литель второго порядка получается из исходной матрицы путем 

вычеркивания третьей строки и второго столбца. Запишем: 

  6602301
03

21
32 


M . 

 

 

Пример  17 . Вычислить алгебраические дополнения 13A  и 

32A  для соответствующих элементов матрицы 


















524

023

201

A . 
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Решение .   

Вычислим алгебраическое дополнение 13A  для элемента 13a  

матрицы. Для этого минор этого элемента 13M  умножим   31
1


 . 

Получим: 

    





24

23
11

4

13

31

13 MA  

  14862423
24

23



 . 

Аналогично вычислим алгебраическое дополнение 32A . В 

этом случае минор этого элемента 32M  умножим   23
1


 . Запи-

шем: 

    





03

21
11

5

32

23

32 MA  

     6602301
03

21



 . 

 

Пример  18 . Вычислить определитель матрицы  



















504

723

621

A : 

а) разложением по первой строке; 

б) разложением по второму столбцу. 

Решение .   

а)      








54

73
12

50

72
11

504

723

621
2111

A  



 33 

  














04

23
6

54

73
2

50

72

04

23
16

31
 

           24036745327052  

         864321080628152010  

124488610  . 

б)        





54

61
12

54

73
12

504

723

621
2221

A
 

  











73

61
0

54

61
2

54

73
2

73

61
10

23
 

        637106451274532  

      1870245228152  

     250192432  

1243886  . 

 

Пример  19 . Вычислить определитель четвертого порядка, 

разложив по элементам второго столбца. 

Решение.    

Вычислим определитель по одному из рядов (строке или 

столбцу). Выберем такой ряд, в котором содержится наибольшее 

количество нулей. Таким рядом оказывается второй столбец, в 

котором есть 2 нуля. 



























412

032

531

4

412

705

531

1

4102

7045

0312

5301

 

        82845024301012460725420  . 
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Пример  20 . Вычислить определитель  

3413

2324

1432








dcba

. 

Решение.   

Разложим определитель по элементам 3-ей строки, умно-

жив их на миноры с соответствующим знаком:  

 

    

















343

234

142

1

341

232

143

1

3413

2324

1432

54
ba

dcba
 

    

















413

324

432

1

313

224

132

1
76

dc  



















313

224

132

343

234

142

341

232

143

cba  

dcbad 1912158

413

324

432









 . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

(во всех заданиях n  – номер вашего варианта) 

 

1 УРОВЕНЬ 
 

Задание 3.1.  Вычислить определитель матрицы: 

а) 











7

51

n
A ; б) 














5

63

n
B . 

 

Задание  3.2.  Вычислить минор 23M  и алгебраическое 

дополнение 12A  для элементов матрицы 






















624

231

1057 n

A . 

 

Задание 3.3.  Вычислить определитель матрицы  























624

231

1057 n

A : 

а) по правилу треугольников; 

б) по теореме разложения. 

 

2 УРОВЕНЬ 

Задание 3.4.  Решить уравнение n
x

x


34

52
. 

Задание  3.5.  Решить неравенство n
x

x






3

32
. 
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Задание  3.6.  Вычислить минор 23M  и алгебраическое 

дополнение 43A  для элементов матрицы  































8824

6101

7235

4932

n

n

A . 

Задание  3.7.  Вычислить определитель матрицы  































8824

6101

7235

4932

n

n

A : 

а) разложением по второй строке; 

б) разложением по третьему столбцу.  

 

3 УРОВЕНЬ 
 

Задание 3.8.  Решить уравнение n

n

x

x





17

042

3512

. 

Задание  3.9.  Решить неравенство 10

42

071

352





n

n

x

x

. 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

Задание 3.10.  Решить неравенство 4

213

25

102









xxn . 

Задание 3.11.  Решить уравнение 
210

3

13

10

02





n

x

x

x

n

. 

Задание 3.12 .  Решить уравнение 0

12

22

104









xx

x

nxx

. 
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Т Е М А  4 :  ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. 
 

Контрольные вопросы. 

1) Какая матрица называется вырожденной?  

2) Что называется обратной матрицей для матрицы A ? 

3) В каком случае невозможно построить обратную матри-

цу для матрицы A ? 

4) Каковы этапы построения обратной матрицы? 

5) Как можно проверить правильность построения обрат-

ной матрицы? 

 

 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 

 
Пример  21 . Найти обратную матрицу для матрицы 













11

32
A . 

Решение.   

Вычислим определитель   532
11

32



 A . 

Так как 0A , обратная матрица существует. Найдем ал-

гебраическое дополнение для каждого элемента ija . Получим: 

  111
11

11 


A ;      111
21

12 


A ; 

  331
12

21 


A ;    221
22

22 


A . 

Запишем обратную матрицу: 








 








 


5251

5351

21

31

5

11A . 

Проверка: 








 


















 










 

21

31

11

32

5

1

5251

5351

11

32
1AA  
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E































10

01

50

05

5

1

2311

6632

5

1
. 

 

Пример  22 . Найти обратную матрицу для матрицы  



















210

123

021

A . 

Решение.   
1) Вычислим определитель  

091210004

210

123

021

 . 

2) Находим алгебраические дополнения для элементов мат-

рицы A: 

314
21

12
11 A ; 6)06(

20

13
12 A ;  

303
10

23
13 A ; 4)04(

21

02
21 A ;  

202
20

01
22 A ; 1)01(

10

21
23 A ; 

202
12

02
31 A ; 1)01(

13

01
32 A ; 

462
23

21
33 A . 

В результате получаем матрицу 

























412

124

363
~
A , состав-

ленную из алгебраических дополнений к элементам матрицы A . 
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3) Транспонируем матрицу A
~

, получаем матрицу  

























413

126

243
~TA . 

4) Тогда обратная матрица:  




























































9

4

9

1

3

1
9

1

9

2

3

2
9

2

9

4

3

1

413

126

243

9

1~11 TAA . 

Выполним проверку правильности построения обратной 

матрицы, т.е. проверим выполнение равенства EAA  1 . Вы-

числим нужное произведение матриц: 
















































 

9

4

9

1

3

1
9

1

9

2

3

2
9

2

9

4

3

1

210

123

021
1AA  











































413

126

243

9

1

210

123

021

 











































413

126

243

210

123

021

9

1
 

       
       
       


























421120122140326130

411223112243316233

401221102241306231

9

1
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100

010

001

900

090

009

9

1
. 

Так как в результате вычисления произведения 1 AA  по-

лучилась единичная матрица, значит обратная матрица 































9

4

9

1

3

1
9

1

9

2

3

2
9

2

9

4

3

1

1A  найдена верно.  

 

Пример  23 . При каких значениях a  и b  матрица 

















baa

aba

aab

 обратима? 

Решение.   
Матрица обратима, если ее определитель не равен нулю. 

Найдем условия, накладываемые на a  и b , при которых это не 

так, т.е. 032

0
233  baab

baa

aba

ab

. Для этого разложим ле-

вую часть полученного равенства на множители: 

    baaabbabababbaab 2223223233 22232  

        222 22 aabbbabaabaabb  

           abaababbaaababba 222  

    02
2

 abba . 

Итак, если ab   или ab 2 , то определитель равен нулю 

и, следовательно, обратной матрицы не существует. 
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Ответ:  обратная матрица существует, если 





.2

,

a

a
b .  

 

Пример  24 . Вычислить обратную матрицу для матрицы   





















411

141

114

A . 

Решение.   
Вычислим определитель матрицы по правилу «треугольни-

ков»:  

   

   

.504441164

114114141

111111444

411

141

114









 A

 

Найдем алгебраические дополнения. 

    151144
41

14
11 




A ; 

   51141
41

11
12 


A ; 

  54111
11

41
13 


A ; 

   51141
41

11
21 


A ; 

151144
41

14
22 A ; 

   51114
11

14
23 


A ; 
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  51411
14

11
31 


A ; 

   51114
11

14
32 


A ; 

151144
41

14
33 A . 

Составим матрицу из алгебраических дополнений: 

























1555

5155

5515
~
A . 

Транспонируем матрицу A
~

: 

























1555

5155

5515
~TA . 

Тогда обратная матрица имеет вид: 
















































3,01,01,0

1,03,01,0

1,01,03,0

1555

5155

5515

50

11A . 

Сделаем проверку: 













































411

141

114

3,01,01,0

1,03,01,0

1,01,03,0
1 AA  

               
   
   


























43,011,011,013,041,011,013,011,041,0

41,013,011,011,043,011,011,013,041,0

41,011,013,011,041,013,011,011,043,0
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E


















100

010

001

. 

Ответ:   
























3,01,01,0

1,03,01,0

1,01,03,0
1A . 

 

Пример  25 . Решить матричное уравнение 



























013

532

43

21
X . 

Решение.   
Запишем данное матричное уравнение в виде BAX  . Его 

решением является матрица BAX 1  (если существует матрица 
1A ). 

Найдем определитель матрицы A : 

    02642341
43

21





A . 

Так как 0A , то обратная матрица 1A  существует, и ис-

ходное уравнение имеет (единственное) решение. 

Найдем обратную матрицу: 






























5,05,1

12

13

24

2

1~11 AA
A

. 

Найдем матрицу  

























 

013

532

5,05,1

12
1 BAX  

         

         















05,055,115,035,135,025,1

015211323122
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5,745,1

1051
. 

Выполним проверку правильности найденного решения. 

Для этого вычислим произведение матриц AX : 



























5,745,1

1051

43

21
AX  

             

             















5,7410344535,1413

5,7210142515,1211

 

B


























013

532

3030161563

15108531
. 

Все верно. 

Ответ:  













5,745,1

1051
X . 

 

Пример  26 . Решить матричное уравнение:  




























62

51

42

53
X . 

Решение.   
Решение матричного уравнения вида BAX   ищем в ви-

де: 
1 ABX . 

Найдем обратную матрицу 1A  для матрицы 













42

53
A . 

Вычислим определитель матрицы A :  

    25243
42

53





A . 

Найдем алгебраические дополнения. 

411 A ;  212 A ; 
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  5521 A ; 322 A . 

Составим матрицу из алгебраических дополнений: 








 


35

24~
A . 

Транспонируем матрицу A
~

: 















32

54~TA . 

Тогда обратная матрица имеет вид: 































5,11

5,22

32

54

2

11A . 

Тогда неизвестная матрица X  будет равна: 

























 

5,11

5,22

62

51
1ABX  

   

   















5,165,221622

5,155,211521













42

53
. 

Выполним проверку правильности найденного решения. 

Для этого вычислим произведение матриц XA : 



























42

53

42

53
XA  

       

       




























161086

2015109

44522432

45532533
 

B













62

51
. 

Все верно. Таким образом, 













42

53
X . 

Ответ:  













42

53
X . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

(во всех заданиях n  – номер вашего варианта) 

 

1 УРОВЕНЬ 
 

Задание 4.1.  Определить значения x , при которых суще-

ствует обратная матрица для матрицы A : 

а) 













3

510

n

x
A ; б) 














x

nx
A

27

5
. 

 

Задание 4.2.  Составить обратную матрицу для матрицы 













14

23n
A . Проверить, верно ли составлена обратная матрица.  

 

2 УРОВЕНЬ 
 

Задание 4.3.  Определить значения x , при которых не 

существует обратной матрицы для матрицы A : 

























nx

nx

A

105

224

393

. 

 

Задание 4.4.  Составить обратную матрицу для матрицы 

























413

1020

549

n

n

A . Проверить, верно ли составлена обрат-

ная матрица. 
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Задание 4.5.  Решить матричные уравнения: 

а) 






 














87

448334

32

104 nn
X

n
; 

б) 



















 


15347

719

35

19

n

nn
X . 

 

3 УРОВЕНЬ 
 

Задание 4.6.  Решить матричное уравнение: 









































936

286162

10

2

13

48 2

n

nnnn
X

n
. 

 

Задание 4.7.  Решить матричное уравнение: 










































5140

386

12029

570

342

1103 n

X

n

. 

 

Задание 4.8.  Решить матричное уравнение: 
















































26202

12315

0124

062

45

1310

n

nn

n

X . 
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ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

Задание  4.9.  Построить обратную матрицу 1A  для мат-

рицы A  и сделать проверку: 

























203

2111

412

nA . 

 

Задание  4.10.  Решить матричное уравнение и выполнить 

проверку 



























510

94

510

23

n
X

n
. 

 

Задание  4.11.  Решить матричное уравнение  и выпол-

нить проверку. 














































n

n

n

X

n

n

n

16

15

18

1312

2141

1215

. 

 

Задание  4.12.  Решить матричное уравнение и выполнить 

проверку. 
















































015555

8411173

0311

25

0311

432

n

nn

n

n

nX . 
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Т Е М А  5 :  РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ. 
 
Контрольные вопросы. 
1) Что называется системой линейных алгебраических 

уравнений? 
2) Какая система линейных алгебраических уравнений 

называется совместной? В каком случае система несовместна? 
3) Какая система линейных алгебраических уравнений 

называется определенной? В каком случае система неопределен-
на? 

4) Какая система линейных алгебраических уравнений 
называется однородной?  

5) Какие методы решения систем линейных алгебраических 
уравнений Вы знаете?  

6) В чем состоит метод Крамера решения систем линейных 
алгебраических уравнений?  

7) В каком случае существует единственное решение для 
системы линейных алгебраических уравнений?  

8) В чем состоит матричный метод решения систем линей-
ных алгебраических уравнений?  

9) В чем состоит метод Гаусса решения систем линейных 
алгебраических уравнений? 

10) Какие переменные относят к базисным и свободным 
переменным? 

11) Что называется общим и частным решением системы 
линейных алгебраических уравнений? 

12) Что называется фундаментальной системой решений? 

 

 

ПРИМЕРЫ С РЕШЕНИЯМИ 
 

Пример  27.  Решить систему уравнений по формулам 

Крамера   









.2654

,232

yx

yx
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Решение.   
Составим и вычислим определитель системы 

2234)5(2
54

32



 . 

Так как 022  , то система имеет единственное решение. 

Составим и вычислим вспомогательные определители x  и 

y системы, заменяя в определителе   поочередно первый и 

второй столбцы столбцом правой части системы: 

  88326)5(2
526

32





x ,  

    4424262
264

22





 y . 

Вычислим неизвестные x  и y  системы, применяя формулы 

Крамера: 

4
22

88








 xx ,  2

22

44












y
y . 

Выполним проверку, подставляя найденное решение 

4x  и 2y  в исходную систему: 

 
 








,262544

,22342
   









.261016

,268
 

Все верно. 

Ответ:  x = – 4, y = 2. 

 

Пример  28.  Решить систему уравнений по формулам 

Крамера   















.643

,12

,532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение.   
Составим и вычислим определитель системы: 
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216331824

431

112

321

 . 

Так как 02  , то система имеет единственное решение. Со-

ставим и вычислим вспомогательные определители 1 , 2  и 3  

системы, заменяя в определителе   поочередно первый, второй  
и третий столбцы столбцом правой части системы: 

28151891220

436

111

325

1  ,  

264033654

461

112

351

2  , 

424353026

631

112

521

3  . 

Вычислим неизвестные 1x , 2x  и 3x  системы, применяя формулы 

Крамера: 
 

1
2

21
1 




x , 1

2

22
2 







x ,  2

2

43
3 




x  

Выполним проверку, подставляя найденное решение 11 x , 

12 x  и 23 x  в исходную систему: 

 
 
 














,624131

,12112

,523121

   














.6831

,1212

,5621

 

Все верно. 

Ответ:  11 x , 12 x , 23 x . 
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Пример  29.  Рассмотрим систему уравнений  















.23

,122

,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

и решим ее с помощью обратной матрицы. 

Решение.   
Выпишем матрицы и векторы, которые входят в матрич-

ную запись рассматриваемой системы: 



















311

212

111

A ,  


















3

2

1

x

x

x

X ,  


















2

1

1

B . 

Найдем обратную матрицу 1A , для чего вычислим опреде-

литель матрицы и ее миноры: 

02621223

311

212

111

 . 

Находим алгебраические дополнения для элементов матри-

цы A: 

123
31

21
11 A ; 4)26(

31

22
12 A ;  

112
11

12
13 A ; 2)13(

31

11
21 A ;  

213
31

11
22 A ; 0)11(

11

11
23 A ; 

112
21

11
31 A ; 0)22(

22

11
32 A ; 
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121
12

11
33 A . 

В результате получаем матрицу 

























101

022

141

С . 

Транспонируем матрицу C, получаем матрицу 

























101

024

121
TC . 

Значит, обратная матрица имеет вид:  































101

024

121

2

111 TCA . 

Поэтому вектор решений можно найти, умножив B  слева на 
1A : 









































 

2

1

1

101

024

121

2

11 BAX  

 

  



























































21

1

21

1

2

1

2

1

211011

201214

211211

2

1
, 

и значит, 
2

1
1 x , 12 x , 

2

1
3 x . 

Выполним проверку, подставляя найденное решение 

2

1
1 x , 12 x  и 

2

1
3 x  в исходную систему: 
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,2
2

1
31

2

1

,1
2

1
21

2

1
2

,1
2

1
1

2

1

   



















.2
2

3
1

2

1

,1111

,1
2

1
1

2

1

 

Все верно. 

Ответ:  
2

1
1 x , 12 x , 

2

1
3 x . 

 
Пример  30.  Решить систему уравнений методом Гаусса   















.253

,342

,1342

zyx

zyx

zyx

 

Решение.  Для заданной системы уравнений составляется 

расширенная матрица и приводится к ступенчатому виду: 

~

7

5

3

750

500

421

~

3

2

2

1

3

513

342

421

|

2313

12

SSSS

SSBA




















































  



























5

7

3

500

750

421

~ . 

Применяется теорема Кронекиера-Капелли: 

    nBArAr  3| , т.е. система имеет единственное решение.  































,1

,01775

,342

,55

,775

,342

z

y

zyx

z

zy

zyx
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.1

,0

,1

,1

,0

,131402

z

y

x

z

y

x

 

Выполним проверку, подставляя найденное решение 

1x , 0y  и 1z  в исходную систему: 

 

 













,215013

,314021

,1130412

  














.2503

,3401

,1302

 

Все верно. 

Ответ:  x = – 1, y = 0, z = 1. 

 
Пример  31.  Решить систему уравнений методом Гаусса   















.3223

,22

,1

zyx

zyx

zyx

 

Решение.    
Для заданной системы уравнений составляется расширен-

ная матрица и приводится к ступенчатому виду: 

~

0

0

1

110

110

111

~

3

2

3

2

1

223

112

111

|

2313

12

SSSS

SSBA








































  

















0

0

1

000

110

111

~ . 

Применяется теорема Кронекиера-Капелли: 

    nBArAr  2| , т.е. система имеет множество решений.  

В системе 2r  переменные базисные, и значит, 
123  rn  свободная. Базисными могут любые переменные, 
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определитель из коэффициентов которых отличен от 0. Прове-
рим это условие для переменных x  и y : 

01
10

11


yx

 

Значит, переменные x  и y  можно считать базисными, а z  – 

свободной. 
Составим систему уравнений на основе ступенчатой мат-

рицы: 









,0

,1

zy

zyx
 

и выразим базисные переменные через свободную переменную 
z : 

zy  , 

  1 zzx , 

1x . 

Получим: 








zy

x ,1
 – общее решение системы. Придавая 

свободной переменной z  произвольные значения, находим не-
которое частное решение. Например, при 2z , получаем част-

ное решение: 














.2

,2

,1

z

y

x

 

Выполним проверку, подставляя найденное общее решение 
1x , zy   в исходную систему: 

 
 
 














,32213

,212

,11

zz

zz

zz

  














.3223

,22

,11

zz

zz

zz

 

Ответ:  общее решение системы 








,

,1

zy

x
  Rz . 
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Пример  32.  Решить систему уравнений методом Гаусса   















.322

,032

,4

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

Решение.   
Для заданной системы уравнений составляется расширен-

ная матрица и приводится к ступенчатому виду: 

~

25

4

4

420

210

111

~

23

0

4

202

321

111

|

2313

12












































 









SSSS

SSBA  

























13

4

4

000

210

111

~ . 

Применяется теорема Кронекиера-Капелли: 

    3|2  BArAr , т.е. система не имеет решений.  

Ответ:  не имеет решений. 

 

Пример  33.  Решить систему уравнений методом Гаусса   





















.181653

,28213

,433215

,224142

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение.  Для заданной системы уравнений составляется 

расширенная матрица и приводится к ступенчатому виду: 
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~

18

28

43

22

16513

21311

32115

41142

|

31 SS

BA































  

~

3

2

15

18

22

43

28

16513

41142

32115

21311

~

14

13

12



































SS

SS

SS
 

~

2:102

34

377

28

104440

827120

33197160

21311

~

24 SS 

































 

 

~

8

6

377

34

51

28

33197160

827120

52220

21311

~

24

23







































SS

SS
 

~

2115931

340

51

28

732100

2215900

52220

21311

~

34 































SS

 

~

12069:12069

340

51

28

12069000

2215900

52220

21311

~

4S
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Применяется теорема Кронекиера-Капелли: 

    nBArAr  4| , т.е. система имеет единственное решение.  
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Выполним проверку, подставляя найденное решение 

31 x , 12 x , 23 x  и 14 x  в исходную систему: 
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,1811625133

,281221313

,4313221315

,2214211432

  





















.18161019

,2822613

,4334145

,2242146

 

Все верно. 

Ответ:  x1 = 3, x2 = – 1, x3 = 2, x4 = 1. 

 

Пример  34.  Решить систему уравнений методом Гаусса   
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Решение.  

Составляется расширенная матрица системы и приводится 

к ступенчатому виду: 
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Применяется теорема Кронекиера-Капелли: 

    nBArAr  42| , т.е. система имеет множество решений.  

Определим базисные и свободные переменные. Так как 

2r , то базисных переменных две, а свободных 

224  rn . Проверим 1x  и 2x :  

015
150

21



. 

Значит, 1x  и 2x  можно считать базисными переменными, а 

3x  и 4x  – свободными. 

Выразим базисные переменные через свободные. Составим 

систему 









.15191515

,1322

432

4321

xxx

xxxx
  











,15191515

,1322

432

4321

xxx

xxxx
 

 из второго уравнения выразим  

1
15

19

15

151915
43

43
2 




 xx

xx
x  

   из первого уравнения выражаем  

   







 43434321 321

15

19
213221 xxxxxxxx  

44343
15

7
1322

15

38
21 xxxxx  . 

Таким образом, общее решение системы 

.,

,
15

19
1

,
15

7
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43

432

41

Rxx

xxx

xx
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От общего решения можно перейти к частному решению, 

выбирая произвольные значения 3x  и 4x . Пусть 13 x , 154 x , 

тогда x1 = – 1 – 7 = – 8, x2 = 1 – 1 – 19 = – 19, x3 = 1, x4 = 15. 

Ответ:  общее решение системы  

.,

,
15

19
1

,
15

7
1

43

432

41

Rxx

xxx

xx
















 

частное решение x1 = – 8, x2 = – 19, x3 = 1, x4 = 15. 

 

 

Пример  35.  Найти общее решение системы линейных 

уравнений: 









.02322

,02

4321

4321

xxxx

xxxx
 

Решение.   
Выпишем матрицу A  системы и с помощью элементарных 

преобразований приведем к равносильной системе ступенчатого 

вида 

 
~

10100

1211
~

22322

1211

212 


























SSS
A  








 

0100

1211
~ . 

Отсюда имеем   2Ar . Выберем в качестве базисного ми-

нора минор 

  011102
01

12
2 







 
M , 

соответствующий третьему и четвертому столбцу матрицы A . 

Следовательно, 3x  и 4x  – это будут главные переменные, а 1x  и 
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2x  – свободные переменные. Полагая 11 Cx  , 22 Cx  , где 

RCC 21, , получаем систему уравнений: 









,0

2

3

2143

x

xxxx
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,

3

214

x

CCx
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Таким образом, общее решение системы имеет вид: 





















,

,0

,

,

214

3

22

11

CCx

x

Cx

Cx

 где RCC 21, . 

Выполним проверку: 

 

 







,020322

,002

2121

2121

CCCC

CCCC
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,0
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2121
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CCCC
  









.00

,00
 

Все верно. 

Ответ:  





















,
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,

,

214

3
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x

Cx

Cx

где RCC 21, . 
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Пример  36.  Исследовать совместность системы и найти 

ее общее решение 
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,7224

,163236
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4321
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xxxx
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xxxx

 

Решение.   

Приведем к ступенчатому виду расширенную матрицу си-

стемы: 

~
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~
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~ . 

Так как     nBArAr  42 , то система совместна и 

неопределенна (т.е. имеет бесконечно много решений). 

Количество главных переменных равно   2Ar , количе-

ство свободных переменных равно   224  Arn . В качестве 

главных переменных выберем 1x , 3x , а в качестве свободных – 

2x , 4x . Запишем систему уравнений, соответствующую полу-

ченной расширенной матрице: 









.11

,92

3

4321

x

xxxx
 

Теперь выразим главные переменные 
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2
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Обозначим свободные переменные 12 tx  , 24 tx  , Rtt 21, . 

Тогда общее решение системы имеет вид: 









 21

21 ;11;;
22

1 tt
tt

, Rtt 21, . 

Пусть 01 t , 22 t  (выберем произвольно). Тогда полу-

чим частное решение системы: 

 2;11;0;0  . 

Сделаем проверку частного решения, подставив его в ис-

ходную систему уравнений: 

 
 















.9211002

,722110204

,16231120306

  














.9211

,7411

,16622

 

Все верно. 

Ответ:  общее решение системы 







 21

21 ;11;;
22

1 tt
tt

, 

Rtt 21, , частное решение системы  2;11;0;0  . 

 

Пример  37. Решить однородную систему уравнений. 

Указать общее решение и фундаментальную систему решений. 
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Решение.   

Приведем матрицу коэффициентов системы к ступенчато-

му виду: 

~
4:

5:

821260

4880

05100

2351

~

5

2

2615

2531
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2351
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0000

1100
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~ . 

Так как   nAr  43 , то система неопределенна. В каче-

стве главных переменных можно выбрать 1x , 2x , 3x , соответ-

ствующие столбцам ненулевого минора третьего порядка: 

100

120

351





; в качестве свободной переменной – 4x .  

Запишем систему, соответствующую полученной матрице: 















,0

,02

,0235

43

32

4321

xx

xx

xxxx

  



















,

,
2

1

,235

43

32

4321

xx

xx

xxxx

   



 68 

 





















,

,
2

1

,23
2

1
5

43

42

4441

xx

xx

xxxx

  





















.

,
2

1

,
2

3

43

42

41

xx

xx

xx

 

Обозначим свободную переменную 4x  через t , запишем 

общее решение системы:    1;1;5,0;5,1;;5,0;5,1  ttttt , 

Rt .  

Из общего решения  


























t

t

t

t

tX
5,0

5,1

 находим фундаменталь-

ное решение:  


























1

1

5,0

5,1

1XE . Общее решение данной системы 

через фундаментальную систему записывается в виде: 
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1

5,0

5,1

tEttX . 
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Ответ:  общее решение системы  


























t

t

t

t

tX
5,0

5,1

, Rt ; 

фундаментальное решение  


























1

1
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5,1

1XE . 

 

Пример  38. Найти общее и фундаментальное решение 

однородной системы уравнений. 















.0345

,0243

,072

uzyx

uzyx

uzyx

 

Решение.   

Приведем к ступенчатому виду матрицу коэффициентов  

системы: 
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Так как   nAr  32 , то система неопределенна. В каче-

стве главных переменных можно выбрать x , y , соответствую-

щие столбцам ненулевого минора второго порядка: 
70

21
; в ка-

честве свободных переменных – z , u .  
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Запишем систему, соответствующую полученной матрице: 
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Запишем общее решение системы:  

 





























u
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uz

uzX
7
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7

15

, , где Ruz , . 

Из общего решения находим фундаментальную систему 

решений: 
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1,02 XE . 

Общее решение данной системы через фундаментальную 

систему записывается в виде: 



 71 

 

























































1

0
7

1
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15

, 21 uzEuEzuzX , где Ruz , .  

 

Пример  39.   Дана система уравнений. 

А) Найти её общее решение метом Гаусса. 

Б) Для соответствующей ей однородной системы найти 

фундаментальную систему решений с помощью нахождения ба-

зисного минора. 
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Решение.   

А) Приведем расширенную матрицу системы к ступенча-

тому виду: 

~
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Так как     52|  BArAr , то система совместна и не-

определенна. Количество главных переменных равно   2Ar , 

количество свободных переменных равно   325  Arn . 

Выберем какой-нибудь не равный нулю минор 2-го порядка по-

лученной матрицы A , например, минор 1
10

11
 . Его столбцы 

(1-й и 2-й столбцы матрицы A ) соответствуют переменным 1x  и 

2x  – это будут базисные переменные, а 3x , 4x  и 5x  – свободные 

переменные. Запишем систему уравнений, соответствующую 

полученной расширенной матрице: 
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Обозначим свободные переменные 13 tx  , 24 tx  , 35 tx  , 

Rttt 321 ,, . Запишем общее решение системы 

 321321321 ;;;62223;516 ttttttttt  , где Rttt 321 ,, . 
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Ответ  А):  система совместна и неопределенна; общее 

решение  321321521 ;;;62223;516 ttttttxtt  , где 

Rttt 321 ,, . 

Б) Запишем однородную систему, соответствующую за-

данной системе: 
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Запишем матрицу системы в ступенчатом виде: 
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Так как   nAr  52 , то система неопределенна. В каче-

стве главных переменных можно выбрать 1x , 2x , соответствую-

щие столбцам ненулевого минора второго порядка: 1
10

11
 ; в 

качестве свободных переменных – 3x , 4x  и 5x .  
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Запишем систему, соответствующую полученной матрице: 
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Обозначим свободные переменные 13 kx  , 24 kx  , 35 kx  , 

где Rkkk 321 ,, . Запишем общее решение системы: 

 321321321 ;;;622;5 kkkkkkkkk  , где Rkkk 321 ,, .  

Запишем общее решение системы в виде: 
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Из общего решения запишем фундаментальную систему 

решений: 
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Общее решение данной системы уравнений через фунда-

ментальную систему записывается в виде: 

   332211321 ,, EkEkEkkkkX  
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Ответ  Б):  общее решение системы  
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фундаментальная система решений  
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

(во всех заданиях n  – номер вашего варианта) 

 

1 УРОВЕНЬ 
 

Задание  5.1.  Решить системы уравнений: а) методом 

Крамера; б) методом обратной матрицы. Выполнить проверку.  

а) 
 

 







.452412

,22103

nyxn

nynx
       б) 

 

 







.465311

,203102

nyxn

nynx
 

 

Задание  5.2.  Решить систему уравнений: а) методом 

Крамера; б) методом обратной матрицы; в) методом Гаусса. Вы-

полнить проверку.  

 
 

 













.10411

,7106

,83102

nzyxn

znyx

nzynx
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2 УРОВЕНЬ 
 

Задание 5.3.  Решить систему уравнений методом Гаусса. 

Выполнить проверку.  

 

 

 

 



















.2121023

,1011

,741032

,8311

4321

4321

4321

4321

nxnxxx

nxxxxn

xxnxx

nxxxnx

 

 

Задание 5.4.  Найти общее решение однородной системы 

уравнений. Записать одно частное решение и выполнить провер-

ку. 

 
 

 













.0211

,01062

,0310

zyxn

znyx

zynx

 

 

3 УРОВЕНЬ 
 

Задание 5.5.  Решить систему уравнений: а) методом 

Крамера; б) методом обратной матрицы. Выполнить проверку.  

 

 

 

 



















.2121023

,1011

,741032

,8311

4321

4321

4321

4321

nxnxxx

nxxxxn

xxnxx

nxxxnx

 

 

Задание 5.6.  Решить систему уравнений методом Гаусса. 

Записать одно частное решение и выполнить проверку.  
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.102113

,7341032

,8311

54321

54321

54321

nxxnxxx

xxxnxx

nxxxxnx

 

 

Задание 5.7.  Найти общее решение однородной системы 

уравнений. Записать фундаментальное решение. Найти одно 

частное решение и сделать проверку.  

 

 

 













.02113

,0341032

,0311

54321

54321

54321

xxnxxx

xxxnxx

xxxxnx

 

 

 

ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ДОМАШНИЕ ЗАДАНИЯ 
 

Задание 5.8.  Решить систему уравнений: а) методом 

Крамера; б) методом обратной матрицы; в) методом Гаусса. Вы-

полнить проверку.  

 
 
 














.51743

;3205152

;3127152

nznyx

nzynx

zyxn

 

 

Задание  5.9.  Решить систему уравнений методом Гаусса. 

Выполнить проверку.  

 

 

 

 



















.2102324

;334313

;264152

;1923112

4321

321

4321

321

nxnxxx

nxxxn

nxxnxx

nxxnx

 

 

Задание  5.10.  Решить систему уравнений методом Гаус-

са. Записать одно частное решение и выполнить проверку. 
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а) 

 

 

 













.42113

,124310

,7102

54321

54321

54321

xxnxxx

nxxxxnx

xxxnxx

 

б) 

 

 

 

























.035

,0432

,01133

,043102

,010

4321

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xnxxx

xxxnx

xxnxx
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ «ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА» 
 

Задание 1. Решить уравнение, подставив вместо n  номер 

своего варианта: 

n
x

x
82

1

523





. 

 

Задание 2. Вычислить определитель, подставив вместо x  

значение, полученное в задании 1: 

1510

4221220

0110









x

x

x

D . 

 

Задание 3. Найти матрицу CABM 23  , если 



















13

210

02

DA , 













201

3104 D
B , 























031

43910

1001

D

D

C , 

подставив вместо D  значение определителя, вычисленное в за-

дании 2. 

 

Задание 4. Решить матричное уравнение 



























2323

2323

23

23

102

94

102

94

mm

mm
X

m

m
, подставив вместо 23m  

элемент с номером (2,3) матрицы M , вычисленной в задании 3. 

Вычислить определитель d  полученной матрицы X . 

 

Задание 5. Решить систему уравнений матричным методом 

и методом Крамера 
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,64138

;5417122

;363113

2

dzyxd

ddzdyx

dzydx

 

подставив вместо d  значение определителя, вычисленное зада-

нии 4. Вычислить сумму S  корней системы уравнений. 

 

Задание 6. Решить систему уравнений методом Гаусса 

 

 

 













,42113

,124310

,7102

54321

54321

54321

xxSxxx

SxxxxSx

xxxSxx

 

подставив вместо S  сумму корней системы уравнений, получен-

ную в задании 5. Записать одно частное решение и выполнить 

проверку. 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО ТЕМЕ «ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА» 

 

ВАРИАНТ 1 

 

1. Решить уравнение 0
52

12






xx

x
. 

2. Вычислить определитель 

0210

1302

2201

1011






. 

3. Найти CAB 32  , если 


















13

21

02

A , 











201

314
B , 















 



031

210

101

C . 

4. Решить матричное уравнение 

















 24

13

01

21
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.83

,52

,1

zx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.7233

,32

,432

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 2 

 

1. Решить уравнение 0
1

30




x

x
. 

2. Вычислить определитель 

1023

0144

2510

0610





. 

3. Найти ABE 2 , если E  – единичная матрица, 



















14

20

13

A , 











131

024
B . 

4. Решить матричное уравнение 




















31

68

185

41
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.132

,6

,02

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.52

,177

,343

zyx

zy

zyx
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ВАРИАНТ 3 

 

1. Решить уравнение 0
31

4


x

x
. 

2. Вычислить определитель 

1110

2013

1120

1432





. 

3. Найти EAB 4 , если 











214

132
A , 





















11

01

26

B , E  – 

единичная матрица. 

4. Решить матричное уравнение 

















54

43

20

41
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.4

,22

,5

yx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.159123

,10682

,534

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 4 

 

1. Решить уравнение 0
2

532






x

x
; 

2. Вычислить определитель 

1300

0521

2001

3012




. 

3. Найти BCA 2 , если 


















21

34

23

A , 


















23

10

14

B , 













32

01
C . 

 

4. Решить матричное уравнение 




















24

13

01

21
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.74

,62

,5

zx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.2

,152

,142

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 5 

 

1. Решить уравнение 0
4

11






x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

1304

5021

2201

3312









; 

3. Найти CAB 4 , если 











105

312
A , 





















12

34

01

B , 















31

21
C . 

4. Решить матричное уравнение 




















02

13

10

31
X .  

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.24

,13

,42

zx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.13213

,1

,323

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 6 

 

1. Решить уравнение 0
34

1212






x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

10003

0540

0112

2100





. 

3. Найти CAB 2 , если 




















13

20

41

A , 











106

531
B , 



















215

403

121

C . 

4. Решить матричное уравнение 


















11

24

03

12
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.24

,23

,426

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.19734

,15423

,112

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 7 

 

1. Решить уравнение 0
1

67




x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

6273

0540

0112

2103







. 

3. Найти BCA 43  , если 


















12

01

21

A , 






















311

210

131

B , 















 



14

23

12

C . 

4. Решить матричное уравнение 

















52

43

11

20
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.322

,432

,1

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.2377

,132

,03

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 8 

 

1. Решить уравнение 0
51

52






x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

0410

0183

1008

3027


. 

3. Найти EAB 43  , если 


















214

112

031

A , 




















301

112

413

B , 

E  – единичная матрица. 

4. Решить матричное уравнение 

















 48

73

01

21
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.83

,554

,02

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.1620128

,81064

,4532

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 9 

1. Решить уравнение 0
21

4 2


 xx

. 

2. Вычислить определитель 

0410

6153

1201

3027





. 

3. Найти CAB 3 , если 











201

431
A , 















 



21

30

12

B , 











30

12
C . 

4. Решить матричное уравнение 


















52

43

11

20
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.12

,332

,0

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.043

,032

,023

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 10 

 

1. Решить уравнение 0
12

3 2




 xx
. 

2. Вычислить определитель 

3100

1021

2201

4013


. 

3. Найти TCAB  , если 











014

123
A , 





















11

23

41

B , 













54

02
C . 

4. Решить матричное уравнение 


























67

46

45

23
X .  

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера 















.10643

,253

,22

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.114

,332

,42

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 11 

 

1. Решить уравнение 0
12

42


xx

. 

2. Вычислить определитель 

3100

1021

2232

4513







. 

3. Найти BCA2 , если 


















312

204

131

A , 














 



214

132

101

B , 



















125

413

201

C . 

4. Решить матричное уравнение 




















54

13

10

12
X .  

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.03

,122

,2

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.023

,052

,032

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 12 

 

1. Решить уравнение 0
3

23






xx

x
. 

2. Вычислить определитель 

0210

1302

2251

4031









. 

3. Найти CAB 32  , если 




















11

43

02

A , 













201

124
B , 























031

240

151

C . 

4. Решить матричное уравнение 

















 27

13

01

25
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.133

,32

,42

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.7332

,32

,423

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 13 

 

1. Решить уравнение 0
5

32




x

x
. 

2. Вычислить определитель 

1023

0141

2320

0615









. 

3. Найти ABE 2 , если E  – единичная матрица, 

























13

20

54

A , 













711

024
B . 

4. Решить матричное уравнение 






 








 


61

34

185

41
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.8357

,7524

,22

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.52

,177

,343

zyx

zx

zyx

 



 95 

ВАРИАНТ 14 

 

1. Решить уравнение 0
31

82


x

x
. 

2. Вычислить определитель 

1510

2013

7120

1234









. 

3. Найти EAB 4 , если 











412

231
A , 





















12

51

13

B , E  

– единичная матрица. 

4. Решить матричное уравнение 

















24

41

20

71
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.64

,1032

,73

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.151293

,10862

,543

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 15 

 

1. Решить уравнение 0
2

73




x

x
; 

2. Вычислить определитель 

6350

0521

2041

3012






. 

3. Найти BCA 2 , если 


















21

54

20

A , 






















23

10

42

B , 













82

07
C . 

 

4. Решить матричное уравнение 















 


54

13

01

24
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.1132

,1643

,12

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.12

,152

,24

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 16 

 

1. Решить уравнение 0
46

33






x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

6304

5021

7201

4312







; 

3. Найти CAB 4 , если 













605

312
A , 





















12

44

02

B , 













31

75
C . 

4. Решить матричное уравнение 






















02

72

10

41
X .  

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.2032

,52

,12

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.13132

,1

,332

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 17 

 

1. Решить уравнение 0
31

41






xx

x
. 

2. Вычислить определитель 

10003

0540

11112

2106





. 

3. Найти CAB 2 , если 




















14

20

51

A , 













106

572
B , 



















215

603

121

C . 

4. Решить матричное уравнение 




















11

26

02

13
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.1243

,43

,622

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.19374

,15243

,112

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 18 

 

1. Решить уравнение 0
3

8






x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

6273

9540

0062

2103









. 

3. Найти BCA 43  , если 






















42

01

21

A , 














 



311

710

125

B , 























16

23

14

C . 

4. Решить матричное уравнение 



















 112

36

11

20
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.242

,352

,05

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.7327

,132

,3

zyx

zyx

zx
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ВАРИАНТ 19 

 

1. Решить уравнение 0
37

32






x

xx
. 

2. Вычислить определитель 

0410

5183

1608

3224







. 

3. Найти EAB 43  , если 




















517

112

034

A , 














 



301

112

314

B , 

E  – единичная матрица. 

4. Решить матричное уравнение 



















 46

71

01

27
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.42

,652

,232

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.1620812

,81046

,4523

zyx

zyx

zyx
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ВАРИАНТ 20 

 

1. Решить уравнение 0
61

5 2


 xx

. 

2. Вычислить определитель 

0410

6257

1201

3023




. 

3. Найти CAB 3 , если 






 


207

161
A , 























21

40

15

B , 











30

17
C . 

4. Решить матричное уравнение 















 


52

27

11

20
X . 

5. Решить систему матричным методом и методом Крамера  















.84

,1063

,222

zyx

zyx

zyx

 

6. Решить систему методом Гаусса 














.043

,032

,023

zyx

zyx

zyx
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