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Введение 
 

Глубокое усвоение физики вообще и механики в частности 
возможно путем изучения теории и в процессе ее применения для ре-
шения различных физических, качественных и экспериментальных 
задач. Физика – наука опытная, поэтому теоретическое изучение фи-
зики должно сопровождаться физическим экспериментом. 

Методикой проведения физических экспериментов и их резуль-
татами студент частично знакомится уже на лекционных занятиях по 
физике. Но приобщение его к экспериментальным методам и приемам 
начинается с лабораторного практикума, где происходит закрепление 
теоретического материала, и, кроме того, формируются практические 
умения и навыки в проведении физических измерений, в обработке и 
представлении результатов. 

Лабораторные работы, описываемые в данных методических 
указаниях, предназначены для студентов – бакалавров и отвечает тре-
бованиям, предъявляемым к  этому виду занятий. Это позволяет ис-
пользовать их при постановке практикума по физике для студентов 
многих направлений. 

Практикум по механике содержит инструкции и методические 
указания к выполнению работ, построенных единообразно, по при-
мерной форме: цель работы, краткая теория, описание эксперимен-
тальной установки, проведение эксперимента, обработка результа-
тов и их анализ. В заданиях к работам описаны методики проведения 
лабораторных экспериментов и даны указания к обработке их резуль-
татов.  

 Качественное выполнение и успешная защита результатов лабо-
раторных работ студентами невозможны без самостоятельной предва-
рительной подготовки к лабораторным занятиям. В процессе подго-
товки к очередному занятию, прежде всего, необходимо изучить по 
данному руководству описание выполняемой работы. Однако, ограни-
читься только этим нельзя, так как теоретическое введение к каждой 
работе, приведенное в данном пособии, не может рассматриваться как 
достаточный минимум для глубокого понимания физических основ 
работы. Поэтому при выполнении каждой работы необходимо изучить 
теоретический материал, соответствующий теме работы, по учебнику 
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и лекционному курсу. Нельзя приступать к работе без усвоения ее ос-
новных теоретических положений, не осознав логики процедуры из-
мерений, не умея пользоваться измерительными приборами, относя-
щимися к этой работе. Приступая к работе, студент должен твердо 
представлять  цель данной работы, общий план работы, т.е. последова-
тельность действий при проведении измерений. 

Приступая к выполнению лабораторной работы, студент должен 
проверить правильность сборки и настройки лабораторной установки, 
соблюдая при этом указания настоящего руководства и правила тех-
ники безопасности. Тщательная подготовка приборов и проведение 
самих измерений являются залогом хороших окончательных результа-
тов. Готовность к работе проверяется преподавателем или лаборантом, 
после чего студент получает разрешение к проведению опыта. 

Результаты измерений и вычислений должны быть оформлены в 
виде краткого отчета. В методических указаниях показано, какие 
именно таблицы, графики, расчеты обязательны в отчетах. Отчеты 
должны содержать выводы, сделанные на основании результатов ра-
боты. При обработке результатов измерений следует уделять большое 
внимание определению погрешностей измерений и критическому ана-
лизу полученных результатов, которые должны быть представлены в 
выводах. 

Изучение основ физики является важным этапом при подго-
товке инженерных кадров технического профиля.  
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Лабораторная работа № 1.2.1 
Определение момента инерции махового колеса 

и силы трения в опоре 

Цель работы: изучение законов вращательного движения с по-
мощью маятника Обербека. 

1. Краткая теория 

Абсолютно твёрдым телом называют тело, расстояние между 
любыми двумя точками которого в условиях данной задачи остается 
постоянным. Иначе говоря, это тело, форма и размеры которого не из-
меняются при его движении. Всякое твёрдое тело можно мысленно 
разбить на большое число частей, сколь угодно малых по сравнению с 
размерами всего тела, и рассматривать его как систему (совокупность) 
материальных точек, жёстко связанных друг с другом. 

Центром масс системы материальных точек (центром инер-
ции) называют точку, масса которой равна массе всего тела, а положе-
ние в пространстве определяется радиус-вектором cr

r : 
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где  mi и ir

r   - массы и радиус-векторы отдельных точек (частиц), m – 
масса всего тела. 

Произвольное движение тела можно представить как совокуп-
ность поступательного движения его центра инерции и вращательного 
движения относительно центра инерции. 

Поступательным называется движение, при котором любая 
прямая, проведенная в теле, остаётся параллельной самой себе. При 
поступательном движении все точки тела получают за один и тот же 
промежуток времени равные по величине и направлению перемеще-
ния, вследствие чего скорости и ускорения всех точек в каждый мо-
мент времени оказываются одинаковыми. Поэтому достаточно опре-
делить движение одной из точек тела (например, центра масс) для то-
го, чтобы охарактеризовать движение всего тела. 

Второй закон Ньютона для движения центра масс твёрдого 
тела записывается в виде:   
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                                           F
v vv

=
dt
md с )(

внешн ,                                         (2) 

где сvr  − скорость центра масс, F
r

внешн − векторная сумма всех внеш-
них сил, приложенных  к телу (обычно индекс опускается). 

При вращательном движении тела все его точки описывают 
окружности, центры которых лежат на одной прямой, называемой 
осью вращения. Окружности, описываемые точками, находятся в    
плоскостях, перпендикулярных оси вращения. Ось вращения может 
находиться как внутри тела, так и вне него. 

Чтобы твёрдое тело с закреплённой осью привести во враща-
тельное движение, необходимо хотя бы к одной из его точек прило-
жить силу F

r
, не проходящую через ось вращения и не параллельную 

ей, другими словами, чтобы эта сила создавала вращающий момент. 
Пусть на твердое тело в точке А действует сила F (рис. 1). Под 

действием этой силы тело вращается относительно неподвижной оси 
О1−О2. Действие силы зависит от ее величины и направления, а также 
от точки приложения А. Под радиус−вектором точки приложения си-
лы А будем понимать  отрезок r, направленный перпендикулярно от 
оси вращения к этой точке. Моментом силы F относительно точки О 
называется векторное произведение радиус-вектора r на силу F: 

Мo = [r,F].                                                   (3) 
Момент силы F относительно точки  О есть вектор, перпендику-

лярный к плоскости, содержащей векторы   r   и   F. 
Произвольную силу F можно разложить на три взаимно перпен-

дикулярные составляющие:  F = Fo + Fr + Fτ.  Здесь  Fo – осевая со-
ставляющая силы, проекция силы на направление оси вращения   
О1−О2: Fo  = Fcosθ ;  Fr  − радиальная  составляющая  силы,  проекция  
силы на направление радиус−вектора точки приложения силы А; Fτ − 
тангенциальная составляющая силы, которая направлена по каса-
тельной к траектории движения точки приложения силы А. Пусть F′ − 
составляющая силы  F на плоскость,  перпендикулярную оси враще-
ния (можно представить: F = Fo +  F′): F ′ = F sinθ . Тогда  радиальная 
составляющая определяется как Fr  = F′ cosα = Fsinθ cosα; а тангенци-
альная составляющая −  Fτ = F′ sinα = Fsinθ sinα. Вращение тела отно-
сительно оси О1 – О2 происходит только за счет тангенциальной со-
ставляющей силы. 
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 Вращающим моментом, или моментом силы, относительно 
оси вращения О1 − О2 называется величина, равная произведению 
численного значения радиус-вектора точки приложения силы  r  и 
тангенциальной составляющей силы Fτ : 

Mz = r Fτ .                                                  (4) 

Учитывая выражение для Fτ: 
Mz  = r sin α F ′ = h F ′, 

где    h = r sinα −  плечо силы F ′, это кратчайшее расстояние от оси 
вращения до линии действия силы  F ′. Таким образом, получается 
другое выражение для вращающего момента: 

Mz  =  h F ′.                                                  (5) 
Вращающий момент считают векторной величиной, направленной 

по оси вращения так, что если посмотреть из конца вектора Mz, то 
вращение будет происходить против часовой стрелки (рис. 1). Тогда 
вращающий момент можно представить как векторное произведение 
радиус−вектора  r  и  силы F ′: 

   Mz = [ r, F ′] .                                             (6) 
Вращающий момент Mz является составляющей (проекцией) мо-

мента силы Мo вдоль оси вращения, т.е. вдоль оси z: Mz = Mocos ϑ. 
 Моментом инерции J материальной точки относительно не-

которой оси называется скалярная величина, равная произведению 
массы материальной точки  mi  на квадрат расстояния ri от этой точки 
до оси вращения: 

                                           2
ii rmJ = ,  [кг•м2] .                                        (7) 

Мz Fo              Вид сверху 
                           Fτ 
          0    
           h            r                       
                                     α       
                                         Fr 
 Линия действия силы F′ 

А

F′h  r

Fr 

α

О2

О1

F′

Мо ϑ
ϑ θ

F
Fτ 

А

Рис. 1. К определению вращающего момента 

0
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Момент инерции сплошного тела определяется как сумма момен-
тов инерции всех его частиц: 

J = lim
∞→N

rm i

N

i
i

2

1
∑

=
∆  = ∫

m

dmr 2 ,                              (8) 

где ri − расстояние от i -ой  частицы массой  ∆mi  до оси вращения. 
Момент инерции есть скалярная величина, которая определя-

ет инертность тела при вращательном движении и равняется 
сумме произведений масс отдельных частиц тела на квадрат рас-
стояний от них до оси вращения. 

Если тело однородно, т.е. его плотность ρ одинакова по всему 
объёму. Тогда:  

                          J = dVr
V
∫ 2ρ  .                                           (9) 

          Используя формулу (9), можно вычислить моменты инерции од-
нородных тел правильной геометрической формы, результаты некото-
рых расчетов из них приведены в таблице 1. 

 Таблица 1 
Моменты инерции тел правильной геометрической формы 

 Тело Положение оси Момент 
инерции 

Полый тонкостенный 
цилиндр радиусом R Ось симметрии mR2 

Сплошной цилиндр или 
диск радиусом R То же 2

2mR  

Прямой тонкий стер-
жень длиной l 

Ось перпендикулярна стержню 
и проходит через его середину 12

2ml  

Прямой тонкий стер-
жень длиной l 

Ось перпендикулярна стержню 
и проходит через его конец 3

2ml  

Шар радиусом R Ось проходит через центр шара 
5

2 2mR  
 

Если ось вращения   О1О2  не проходит через центр инерции С 
(рис. 2), то можно воспользоваться теоремой Штейнера: момент 
инерции тела J относительно произвольной оси вращения О1О2 
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равен сумме момента инерции тела Jc относительно параллельной 
оси О′О′, проходящей через центр инерции тела С, и произведения 

массы тела m  на квадрат расстояния   l  от 
оси вращения до центра инерции: 

J =  Jc + m l 2                                             (10) 
Закон динамики для тела, вращающегося от-

носительно неподвижной оси О1О2  (рис. 3), запи-
сывается в виде   

М  = J β
r

,                       (11) 

где  β
r

 = dt
dω
r

 − угловое ускорение. Поэтому: 

M = J β
r

 =  J dt
dω
r

 =  dt
dJω
r

 = dt
dL , 

где 
   L = J ω

r
                               (12) 

 −  момент импульса тела относительно оси, 
т.е. вектор, направленный по оси вращения, как 
и угловая скорость ω

r
. 

Для i-ой частицы твердого тела второй за-
кон Ньютона: Fidt = dpi. Умножим это уравне-

ние на ri:   riFidt = ridpi ,    Midt = d(ripi).    Назовем   Li = ripi − момен-
том импульса материальной точки относительно оси. Для этой вели-
чины выполняется правило векторного произведения: Li = [ri, pi]. Мо-
мент импульса тела определяется как сумма моментов импульса всех 
его частиц:  

Li = Σ [ri, pi].                                     (13) 

При вращательном движении момент импульса играет роль им-
пульса тела.  

 Основной закон динамики вращательного движения гласит, что 
скорость изменения момента импульса тела относительно непод-
вижной оси вращения равна результирующему моменту относи-
тельно этой же оси всех внешних сил, действующих на тело: 

dt
dL = M .                                           (14) 

О1                 O′ 
                               
         l 
                    
 
O2                 O′ 

Рис. 2. К теореме 
Штейнера 

С

     O2 
Рис. 3. К опреде-
лению момента 
импульса

pi 
   vi  
mi 

O1 ω
r

M
 L  
 О  
       ri 
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Сравнивая формулы второго закона Ньютона в дифференциаль-
ной форме 

=dt
dmv  F    и     dt

dJω
r

 
= M 

убеждаемся, что эти формулы аналогичны. Аналогом силы F, входя-
щей в уравнение динамики поступательного движения, является вра-
щающий момент М в случае вращательного движения твёрдого тела, 
линейной скорости v поступательного движения – угловая скорость 
вращающегося тела ω

r
, массы m – момент инерции тела J. 

По учебникам [1 – 3] выучите (выпишите) определения потен-
циальной и кинетической энергии тел. 

Кинетическая энергия вращающегося твердого тела складывает-
ся из кинетических энергий его материальных точек и определяется 
формулой: 

                                      кW = 
2

2ωJ ,                                              (15) 

где  J − момент инерции тела, ω- угловая скорость вращения тела. 

2. Описание лабораторной установки и методики измерения 

Приборы и принадлежности: маятник Обербека, груз, штангенцир-
куль, масштабная линейка, секундомер. 

Для изучения законов вращательного движения используется 
маятник Обербека (рис. 4). Прибор состоит из шкива радиусом r , за-
крепленного на валу, четырех стержней, расположенных под углом 
90° друг к другу, и четырех одинаковых цилиндрических грузов m1, 
которые можно перемещать вдоль стержней и закреплять на опреде-
ленном расстоянии от оси вала. Грузы закрепляются симметрично, т.е. 
так, чтобы центр инерции совпадал с осью вращения. Вращающиеся 
части прибора представляют собой маховое колесо, момент инерции J 
которого можно менять за счет перемещения грузов. 

Маховое колесо приводится в движение грузом массой m, при-
крепленным к концу шнура. Груз на высоте h1  относительно нижней 
точки падения обладает потенциальной энергией: 

Wп1 = Fтh1  = mgh1, 

где  Fт − сила тяжести груза m; g − ускорение свободного падения. 
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При падении груза m его потенци-
альная энергия переходит в кинетиче-
скую энергию поступательного движе-

ния груза 
2

2υm , кинетическую энергию 

вращательного движения махового ко-

леса 
2

2ωJ  и затрачивается на работу по 

преодолению сил трения в опорах и со-
противления воздуха. Если сила трения 
f постоянна, то работа сил трения будет 
равняться  A = f h1. 

По закону сохранения энергии по-
тенциальная энергия груза в верхней 
точке равняется сумме кинетических 
энергий груза, махового колеса, когда 
груз опустится до нижней точки, и ра-

боте против сил трения: 

 1

22

1 22
fhJmmgh ++=

ωυ ,                                  (16)                

где  υ − скорость груза; ω −  угловая скорость маховика. 
Движение груза равноускоренное, без начальной скорости, по-

этому ускорение   а   и скорость  υ  соответственно равны: 

t
h

t
ha 1
2

1 22
== υ, ,                                     

где t − время падения груза с высоты h1. 
Угловая скорость махового колеса связана с линейной скоростью 

груза 

     
tr
h

r
12

==
υω ,                                     

где r −  радиус шкива. 
Маховое колесо, вращаясь по инерции за счет своей кинетиче-

ской энергии вращательного движения, поднимает груз  m на высоту 
h2 < h1, при этом потенциальная энергия груза увеличивается и на вы-
соте  h2  будет  Wп2 = mgh2. 

Fт 

r

h2 

h1 

R

m1 m1 

m1 

Рис.4. Маятник Обербека



 13 

Уменьшение потенциальной энергии при подъеме груза равно 
работе по преодолению сил трения: 

         mgh1 − mgh2 = f (h1 + h2) ,                          
откуда 

21

21

hh
hhmgf

+
−

= .                                           (17)  

Подставляя в формулу (16) выражения для υ, ω и f , получим вы-
ражение для вычисления момента инерции махового колеса: 

                      ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
⋅= 1

211

222

hhh
hgtmrJ .                           (18) 

 
3. Измерения и обработка результатов измерений 

Расположение цилиндрических грузов на стержнях маховика, 
количество грузов и высота h1 задаются преподавателем. Каждое из-
мерение повторите 3 раза. Результаты занесите в таблицу 2.  

1. На технических весах измерьте общую массу грузов m, резуль-
таты занесите во второй столбец табл. 2. 

2. С помощью штангенциркуля измерьте радиус шкива r  в трех 
разных сечениях.  

3. Наматывая шнур на шкив, поднимите груз на высоту h1 и с по-
мощью секундомера измерьте время его падения t до нижней точки, и 
сражу же  определите высоту h2, на которое поднимается тело. 

 
 Таблица 2 

Результаты измерений и расчетов 

№ п/п mi, 
кг 

∆mi, 
кг 

ri, 
м 

∆ri, 
м 

ti, 
c 

∆ti, 
c 

h2, 
м 

∆ h2, 
м 

1 
2 
3 

        

Ср.         
 

 
4. Вычислите средние значения измеренных величин и результа-

ты запишите в последней строке табл. 2 в соответствующих столбцах. 
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5. По средним значениям измеренных величин по формуле (17) 
вычислите силу трения f  и момент инерции махового колеса J по 
формуле (18). 

6. По методике определения доверительного интервала для пря-
мых измерений определите доверительные интервалы m∆ , ∆ r  и 2h∆ , 
а результаты запишите в последней строке табл. 2 в соответствующих 
столбцах. 

7. Подсчитайте доверительный интервал для силы трения  f по 
методике определения доверительного интервала при косвенных из-
мерениях по формуле: 

( ) ( )

( )2
2

2
1

2

2
2

2
1

2
2

2
2

2

2
2

2 hh
hh

h
m
mf

h
h

fm
m

ffff

∆∆∆

∆ln∆ln

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

⋅=⋅= ε∆
 .            

 
Поскольку точность измерения h1 в основном определяется точ-

ностью масштабной линейки, в качестве  1h∆   можно взять половину 
цены деления шкалы линейки ( 1h∆ = 0,005 м). 

 
Контрольные вопросы 

1. Что называется вращательным моментом, моментом инерции, 
моментом импульса? 

2. Сформулируйте основной закон динамики вращательного 
движения. 

3. Что называется потенциальной и кинетической энергией. 
4. Напишите закон сохранения энергии применительно к данной 

работе. 
5. Как будет опускаться груз m (быстрее или медленнее), если 

цилиндрические грузы на крестовинах махового колеса подви-
нуть к оси вращения? Ответ обоснуйте. 
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Лабораторная работа № 1.2.2 
Определение центра инерции оборотного маятника 

Цель работы: освоение метода определения центра инерции 
твердого тела и ускорения свободного падения на примере физиче-
ского маятника, 

1. Краткая теория 

Колебания являются одним из наиболее распространенных видов 
движения. При достаточно малых отклонениях системы от положения 
равновесия колебания обычно имеют  гармонический характер. 

 Колебания называются гармоническими, если уравнение дви-
жения системы записывается с помощью косинусоидальных или 
синусоидальных формул:  

x = A cos(ωо t + ϕo)    или   x = A sin(ωо t + ϕ′o), 
где  х  − значение колеблющейся величины в момент времени t (или 
смещение от положения равновесия);  A − амплитуда колебания, мак-
симальное смещение от положения равновесия, или максимальное 
значение колеблющейся величины; ϕ = (ωоt + ϕо) − фаза колебания,  
аргумент тригонометрической функции в уравнении движения, от зна-
чения которого в каждый момент времени зависит значение колеблю-
щейся величины х; ωо = 2πν  =  2π/ T − циклическая (круговая) часто-
та собственных колебаний, скорость изменения фазы;  ν = 1/ T  − час-
тота колебания,  число колебаний за одну секунду ([ω] = [ν ] = c−1 − 
герц);  Т − период колебания,  время одного полно-
го колебания; ϕо и ϕ′o − начальная фаза. 

Физический маятник. Твердое тело, кото-
рое может совершать колебания под действием 
своей силы тяжести  F  относительно горизон-
тальной оси О (оси качения), не проходящей через 
центр инерции С, называется физическим маят-
ником (рис. 4). 

Точка О пересечения оси качения маятника с 
вертикальной плоскостью, проходящей через 
центр инерции и перпендикулярной оси качения, 
называется точкой подвеса маятника. 

О 
                  L    Lпр 
 
    α  
         С 

        Fτ  
             O′ 
                     Fo 

            F 

Рис. 4. Физический 
маятник
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Если маятник отклонить от положения равновесия на угол α, то 
тангенциальная составляющая силы тяжести  Fτ = − mg sinα   создает 
вращающий момент 

М = − mgLsinα , 

где знак минус показывает, что направление действия вращающего 
момента противоположно направлению отклонения α. 

Второй закон Ньютона при вращательном движении имеет вид  

М = Jβ, 

где  J −  момент инерции маятника относительно оси качения; β − уг-
ловое ускорение, равное второй производной от угла поворота по вре-
мени, β = 2

2

dt
d α .  

С учетом выражения для вращающего момента уравнение закона 
динамики можно представить в виде 

J 2
2

dt
d α  = − mgLsinα. 

При малых углах отклонения α  значение sinα можно заменить 
значением угла α, выраженного в радианах: sinα ≈ α. Поэтому уравне-
ние динамики при отсутствии сил трения можно записать в виде 

2
2

dt
d α  + J

mgL α = 0. 

Данное уравнение является уравнением гармонического осцил-
лятора.  Следовательно, малые колебания (α < 5о) физического маят-
ника являются гармоническими, и угол отклонения от положения рав-
новесия изменяется по закону 

α = αm cos(ωо t + ϕo), 
где αm − амплитуда колебаний угла α; ϕo − начальная фаза; а цикличе-
ская частота ωо и период колебания  Т  определяются по формулам 

ωо = JmgL / ,  Т = 2π )/(mgLJ .                      (19) 

Иногда используется понятие приведенной длины физического 
маятника − это длина такого математического маятника Lпр, период 
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колебаний которого совпадает с периодом колебаний данного физиче-
ского маятника. Из данного определения 

Lпр = J/(mL).                                           (20) 

Из пункта 1 описания лабораторной работы 1.2.1 выпишите 
формулу (1) для центра инерции тела, формулу (8) для момента ине-
ции и формулу (10) теоремы Штейнера, ознакомьтесь их смыслом. 

  
2. Описание лабораторной установки и методики измерений 

Приборы и принадлежности: оборотный маятник, секундомер, 
измерительная линейка. 

Частным случаем физического маятника является оборотный ма-
ятник (рис. 5), состоящий из стальной пластины, на которой укрепле-
ны две опорные призмы П1 и П2. Период колебаний маятника можно 
менять перемещением груза Г1 . С помощью формулы (19) для перио-
да колебаний Т  физического маятника можно вычислить ускорение 
свободного падения g или расстояние Li от оси качения до центра 
инерции (m – масса маятника). Период колебаний можно измерить с 
большей точностью, чем J  или Li. Периоды колебаний маятника отно-
сительно призм П1 и П2:  

2

2
2

1

1
1 22

mgL
J

T
mgL

J
T ππ == ; . 

Отсюда 

2
1

2
1

1 4π
mgLTJ = ;                          (21) 

( )
2

1
2

2
2 4π

LLmgTJ −
= ;                    (22) 

где J1 , J2 – моменты инерции маятника отно-
сительно призм П1 и П2. 

По теореме Штейнера: 
J1 = Jo + m 2

1L ,   J2 = Jo + m 2
2L ,             

где Jo – момент инерции маятника относи-
тельно центра масс. 

Вычитая первое уравнение из второго, 
получаем: 

С
L L2 

L1

П2 

П1 

Г2 

Г1 

Рис. 5. Оборотный 
маятник 
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                                         J2 − J1 = mL(L − 2L1).                                    (23)                
Вычитая из выражения (22) формулу (21), находим: 
 

  24
])[(

π

2
11

2
21 TLTL - Lmg −  = mL(L − 2L1)  

откуда 

                    L1 = ( )2
1

2
2

2

2
2

22

8
4

TTgL
gLTL

+−
−

π
π .                                (24)                

Здесь L = L1 + L2 − расстояние между призмами, которое может быть 
легко измерено. 

С помощью формулы (24) при известном g можно вычислить  L1.  Путем перемещения можно добиться такого положения грузов 
Г1, Г2, при котором периоды колебаний маятника Т1 и Т2 на призмах П1 
и П2 совпадут, т.е. Т1 = Т2 = Т. Это достигается при условии равенства 
приведенных длин маятника: 

                                       
2

1

1

1

mL
J

mL
J

= ,                                      (25) 

В этом случае исключая из выражений (23) и (24) J2 и подставив вы-
ражение для J1 в формулу для Т1, получим выражение для ускорения 
свободного падения: 

                                        2

24
T

Lg π
= .                                        (26) 

3. Измерения и обработка результатов измерений 

1.  С помощью миллиметровой линейки измерьте расстояние ме-
жду призмами L. Измерения повторите 3 раза, результаты занесите в 
таблицу 3. 

Таблица 3  
Результаты измерений и расчетов к работе 1.2.2 

№ опыта L, м ∆L, м T1i, c T2i, c Ti, с ∆Ti, с 
1       
2       
3       

Cp.       
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2. Зафиксируйте грузы маятника и установите его ребром первой 

призмы П1 на опорную площадку. Отклоните маятник от положения 
равновесия на небольшой угол ~5°, предоставив ему возможность со-
вершать свободные колебания. Измерьте время 20 полных колебаний 
маятника и определите период Т1 (тоже 3 раза). 

3. Установив маятник на ребро призмы П2, определите период 
колебаний Т2. 

4. По средним значениям  21 ТTL , , и табличному значению g вы-
числите   L1 по формуле (24). 

5. Придумайте простой опытный способ, позволяющий быстро 
определить центр инерции маятника и сравните вычисленные  значе-
ния  L1  и L2 с опытными. 

6. Перемещая груз Г1, добейтесь совпадения периодов колебаний 
T1 и Т2. 

7. Три раза измерив, время 20 колебаний, определите период ко-
лебаний Ti и по среднему значению T вычислите ускорение свободно-
го падения g по формуле (26). Сравните его с табличным значением. 

8. Вычислите доверительный интервал определения g по методи-
ке косвенных  измерений, предварительно определив доверительные 
интервалы L∆  и Т∆ : 

∆
22

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

Т
T

L
Lgg ∆∆  

 
Контрольные вопросы 

1. Какие колебания называются гармоническими? 
2. Что называется периодом и частотой колебаний? 
3. Что называется амплитудой и фазой колебаний? 
4. Дайте определение физического маятника. 
5. Сформулируйте теорему Штейнера. 
6. Что называется приведенной длиной физического маятника? 
7. Какую точку называют центром инерции тела? 
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Лабораторная работа № 1.2.3 
Определение осевого момента инерции тела 

методом физического маятника 

Цель работы: освоение метода экспериментального определения 
момента инерции вращающегося тела с помощью дополнительного 
груза. 

1. Краткая теория 

Теория данной работы практически совпадает с теорией, изло-
женной в пункте 1 описания лабораторной работы №1.2.2. Поэтому 
прежде чем приступить к работе конспектируйте указанный теорети-
ческий материал. 

2. Описание методики измерения и лабораторной установки 

Приборы и принадлежности: цилиндр или шар с прикрепленным 
дополнительным грузом, штангенциркуль, секундомер. 

На практике часто возникает необходимость в определении осе-
вого момента инерции тела, вращающегося относительно оси, прохо-
дящей через его центр инерции. Тело находится в этом случае в урав-
новешенном состоянии и не способно совершать колебания вокруг оси 
вращения. Однако, если к исследуемому телу прикрепить вспомога-
тельный груз mо (вне оси вращения), то состояние безразличного рав-
новесия системы под действием силы тяжести дополнительного груза 
заменяется состоянием устойчивого равновесия. В этом случае иссле-
дуемое тело с дополнительным грузом можно рассматривать как фи-
зический маятник. Период колебаний такого физического маятника 
можно вычислить по формуле: 

( )[ ]gLmm
JT

о +
= π2 , 

откуда момент инерции  J  системы относительно оси вращения: 

                                          ( )
2

2

π4
gLmmT

J о +
= ,                                     (27) 

где m – масса исследуемого тела, L – расстояние центра инерции сис-
темы относительно оси вращения. 
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Для определения момента инерции исследуемого тела mJ  из об-
щего момента инерции системы J  необходимо вычесть момент инер-
ции дополнительного груза относительно общей оси колебания 

0mJ : 

                                      
0mm JJJ −=  .                                         (28) 

В качестве дополнительного груза обычно берут однородные те-
ла правильной геометрической формы, момент инерции которых от-
носительно оси симметрии можно точно вычислить. Например, ци-
линдр или шар, моменты инерции, которых приведены в таблице 1 
теоретической части работы № 1.2.1. 

Момент инерции дополнительного 
груза можно вычислить по теореме 
Штейнера (10). 

Координата центра инерции нахо-
дится по формуле: 

( )mm
ml

L
о +
⋅

= 0 .                (29)                        

Чтобы иметь возможность прове-
рить результаты экспериментального оп-
ределения момента инерции тела, в дан-
ной работе применяются тела в виде дис-
ка (рис. 6) или шара. 

 
3. Измерения и обработка результатов измерений 

Вид физического маятника для исследования задается препода-
вателем. 

1. С помощью штангенциркуля измерьте диаметры исследуемого 
тела D и дополнительного груза d в трех разных сечениях и определи-
те радиусы  R и r.  Вычислите расстояние l между центрами инерции 
тел. 

2. Измерив время определенного количества колебаний (в преде-
лах 5−10), определите период колебаний системы,. Измерения прово-
дите три раза для разного количества колебаний. 

3. По формуле (29) по среднему значению l вычислите расстоя-
ние от оси вращения до центра инерции L. Массы считаются заданны-
ми. 

Fт

l

О′ 
   r 

L  C
mo

R
О

Рис. 6. Физический маятник с 
дополнительным грузом
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4. По формуле (27) вычислите момент инерции системы J для 
каждого измерения. 

5. По средним значениям r  и l  вычислите момент инерции до-
полнительного груза 

0mJ  по формуле (10). 
6. Рассчитайте момент инерции исследуемого тела mJ  по форму-

ле (28). Результаты измерений и расчетов занесите в таблицу 4. 
 

Таблица 4 
Результаты измерений и расчетов 

№ 
опыта R, м r, м l, м L, м Т, с J, 

кг⋅м2 
Jmo, 
кг⋅м2

Jm, 
кг⋅м2 

∆J, 
кг⋅м2 

1 
2 
3 

         

Ср.          
 
7. Вычислите доверительный интервал для момента инерции ис-

следуемого тела: 

( )
6

23

1
∑

== i
m

nm

i
J

tJ
∆

∆ ,α , 

где αt  - коэффициент Стьюдента, (строгое определение mJ∆  произво-
дится по методу косвенных измерений). Результат занесите в послед-
нюю ячейку тал. 4. 

8. Вычислите момент инерции исследуемого тела, по формуле, 
приведенной в табл. 1  и сравните с экспериментальным значением. 

 
Контрольные вопросы 

1. Дайте определение физического маятника. 
2. В чем заключается суть метода определения момента инерции 

тела методом дополнительного груза? 
3. Что называется моментом инерции? Сформулируйте и запиши-

те теорему Штейнера. 
4. Что называется центром инерции тела? 
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Лабораторная работа № 1.2.4 

Определение момента инерции тела методом 
крутильных колебаний 

Цель работы: изучение сдвиговых деформаций, определение 
момента инерции тел методом крутильных колебаний. 

1. Краткая теория 

При скручивании твердого тела (металлической проволоки) 
возникает вращающий момент, стремящийся вернуть тело в исходное 
положение. Определим зависимость этого момента от угла скручива-
ния и от параметров проволоки. При скручивании проволоки отдель-
ные слои поворачиваются друг относи-
тельно друга − возникают деформации 
сдвига. Рассмотрим столбик твердого те-
ла высотой   l  и с площадью основания  S 
(рис. 7). Приложим к его основаниям две 
одинаковые силы F по касательным к ос-
нованиям в противоположных направле-
ниях. Верхнее основание относительно 
нижнего сместится на величину  х. Отно-
сительная  деформация может быть вы-
числена как отношение: 

ε  = l
x  = tgγ ≈ γ,  

поскольку при упругих деформациях   x<<  l.  
Отношение силы   F  к площади основания  S  называют танген-

циальным напряжением  στ  = F/S. Для малых деформаций сдвига оно 
оказывается пропорционально относительной деформации: 

στ  = G γ, 
где G − коэффициент пропорциональности, называемый модулем 
сдвига. 

Если приложить к проволоке с радиусом сечения  R  и длиной  l   
вращающий момент  М,  так, что угол поворота верхнего основания 
относительно нижнего будет равен  α (рис. 8), в проволоке появятся 
деформации сдвига, возрастающие по мере удаления от оси: 

γ = l
r⋅α

. 

                              x 
 
        F 
 
 
                             γ 
l 
 
 
                                      
                                      F 
 
 
Рис. 7. Деформация сдвига 
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Рассмотрим тонкий слой проволоки радиуса  r  и толщиной  dr. Этот 
слой создает вращающий момент: 

=== drrl
GrdSrdM 22παστ )( drrl

G 32 απ
. 

Проинтегрировав это выражение по 
всему сечению проволоки найдем сум-
марный вращающий момент: 

drr
l
GM 3∫=

R

0

2 απ  = απ
l

GR
2

4

 = Dα, 

где   D = 
l

GR
2

4π

  
 − модуль кручения 

проволоки (стержня).  
Таким образом, вращающий мо-

мент, необходимый для скручивания 
проволоки на угол α  пропорционален 
величине этого угла. Деформированная 
проволока создает вращающий момент 
противоположного направления. 
 
2. Описание методики измерения и лабораторной установки  

Приборы и принадлежности: кронштейн с закрепленной прово-
локой, испытуемое тело, два цилиндра, штангенциркуль, масштабная 
линейка, секундомер. 

Одним из методов экспериментального определения момента 
инерции тела является метод крутильных колебаний. Твердое тело, 
подвешенное на проволоке, верхний конец которой закреплен непод-
вижно, и совершающее вращательное движение вокруг вертикальной 
оси, называется крутильным маятником (рис. 9). Колебания такого 
маятника обусловлены упругими силами, возникающими в стержне 
при его скручивании. Вращательный момент М, с которым эти силы 
действуют на тело, как было показано выше, пропорционален углу 
поворота  α  тела из положения равновесия: 

                                              αDM −= ,                                        (30) 
где  D – модуль кручения стержня. 

               M 
dr             r 
                                    α 
                        R 
l                           γ 
 
 
 
 
 
Рис. 8. Деформация сдвига 
проволоки 
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Деформация скручивания стержня подчиняется основному зако-
ну динамики вращательного движения: 

J β = M    или   M
dt
dJ =⋅ 2

2α ,                        (31) 

где J – момент инерции системы относительно вертикальной оси, про-

ходящей через его центр инерции проволоки; β = 
2

2

dt
d α − угловое уско-

рение. Подставим выражение (30) в уравнение (31) и преобразуем по-
следнее к виду: 

               0
2

2

=+ α
J
D

dt
αd   или    02

2

2

=+ α
dt
αd

оω                         (32) 

Полученные уравнения (32) представляют собой дифференци-
альное уравнение гармонических колебаний. Исходя из этих уравне-
ний циклическая частота крутильного маятника равна: 

                                 

J
D

о =ω ,                (33) 

а период крутильных колебаний 
равен: 

D
JT π2= .              (34) 

Схема установки приведена 
на рис. 9. 

Определение момента 
инерции горизонтальной планки 
(тела) можно осуществить и без 
конкретного значения модуля 
кручения D проволоки. Чтобы исключить из формулы (34) неизвест-
ную величину D, поступают следующим образом: на тело симметрич-
но оси колебаний О-О помещают добавочные грузы m (например, два 
одинаковых цилиндра). 

Общий момент инерции  Jо   двух грузов определяется по теоре-
ме Штейнера (10) и рассчитывается по формуле: 

                                       22 2mlmrJ о += ,                                     (35) 

О
О′ 

m 

r 
О′ 

l l О′

m
О′

О

Рис. 9.  Крутильный маятник
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где l – расстояние от оси вращения до оси симметрии цилиндра, r – 
радиус цилиндра. 

Принимая J как момент инерции тела без грузов можно опреде-
лить период свободных крутильных колебаний исследуемого тела с 
дополнительными грузами: 

( )
D

JJ
T о+

= π21 ,                                   (36) 

 
откуда  

( )
2

1

24
T

JJπ
D о+

= . 

Данное выражение для D подставим в формулу (34) и решив ее 
относительно J, получим: 

                                          ( )22
1

2

TT
JT

J о

−
= ,                                       (37) 

где Т – период крутильных колебаний тела без грузов. 
Подставив выражение (35) в формулу (37) получим расчетную 

формулу момента инерции исследуемого тела: 

                                   ( ) 22
1

2
222

TT
TrlmJ
−

⋅+= .                             (38) 

 
3. Измерения и обработка результатов измерений 

Каждое измерение повторите три раза, результаты занесите в 
таблицу 5. 

1. С помощью секундомера измерьте время 20-ти полных колеба-
ний исследуемого тела и вычислите период колебаний Т. 

2. На одинаковых расстояниях от оси О-О закрепите добавочные 
грузы и определите период колебаний Т1 . 

3. Измерьте радиус r и массу цилиндров m . Лучше измерить 
суммарную массу цилиндров 2m и определить m. 

4. По формуле (38) рассчитайте момент инерции J тела. 

5. Подсчитайте доверительный интервал для момента инерции 
тела: 
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( )

6

3

1

2∑
=⋅= i

i

n

J
tJ

∆
∆ ,α , 

где n,αt  - коэффициент Стьюдента. 
Результат занесите в последнюю ячейку табл 5. 

Таблица 5  

Результаты измерений и расчетов работы № 1.2.4. 

№ опыта Тi ,  
с 

Т1i ,  
с 

ri , 
м 

mi , 
кг li , м Ji , 2мкг ⋅  ∆Ji, кг⋅м2 

1        
2        
3        
Ср.        
 

Контрольные вопросы 

1. Когда возникают деформации сдвига? 
2. От чего зависит модуль кручения стержня? 
3. В чем сходство и отличие крутильных колебаний от колебаний 

физического маятника? 
4. Что называется моментом инерции тела? Сформулируйте тео-

рему Штейнера. 
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