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ВВЕДЕНИЕ 

 

Учебно-методическое пособие содержит теорию, положения, 

примеры решения задач по темам начертательной геометрии «Способ 

прямоугольного треугольника», «Способы преобразования проекций» 

для самостоятельного изучения и дальнейшего выполнения подобных 

заданий согласно своему варианту.  

Цель настоящего пособия - помочь студентам научиться: 

- во-первых, применять при выполнении задания различные 

способы решения; 

- во-вторых, выбирать какой способ предпочтительней в каждом 

конкретном случае. 

Начертательная геометрия изучает различные методы и способы 

построения изображений геометрических объектов на плоскости и 

разрабатывает способы решения пространственных задач по 

изображениям этих объектов. Для выполнения всех геометрических 

заданий используют графические построения. Следовательно,  

практически все решения метрических и позиционных задач по 

начертательной геометрии основываются на одних и тех же 

графических действиях с применением обозначений и символов, а 

также некоторых сокращений названий объектов (таблица 1).  

 

            Обозначения, символы и сокращения                                                                    

                                                                                        Таблица 1 

Обозначения геометрических объектов в различных системах 

I II III 

       Плоскости проекций: 

 -  горизонтальная 

 -   фронтальная 

 -    профильная 

 

П1 

П2 

П3 

 

π1 

π2 

π3 

 

П1 

П2 

П3 

 

π1 

π2 

π3 

        

       Оси проекций  

Х, Y, Z x, y, z  Х, Y, Z x, y, z 

ОХ, ОY, 

ОZ 

Оx, Оy, 

Оz 

ОХ, ОY, 

ОZ 

Оx, Оy, 

Оz 
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                                                                   Продолжение таблицы 1 

I II III 

       Точки в пространстве  A, B, .., 1, 2, … A, B, .., 1, 2, … 

       Координаты точек  ХА, YА, 

ΖА 

АХ, АZ, 

АУ 

ХА, YА, 

ΖА 

АХ, АZ, 

АУ 

       Проекции точек: 

-  горизонтальная 

-   фронтальная 

-   профильная 

 

А1, .., 11, .., А', … 

A2, .., 12, .., А'', … 

A3, .., 13, .., А''', … 

 

А1, .., 11, .., А', … 

A2, .., 12, .., А'', … 

A3, .., 13, .., А''', … 

       Линии  АВ, .., a, .., (АВ),  

.., (12), .., |АВ|,  

.., |12|, ... 

АВ, .., a, .., (АВ),  

.., (12), .., |АВ|,  

.., |12|, ... 

       Проекции линий проекциями точек 

       Горизонталь 

(проекции горизонтали) 

H 

(h1, h2) 

H 

 (h1, h2) 

       Фронталь  

(проекции фронтали) 

F 

 (f 1, f2) 

F 

 (f 1, f2) 

       Отрезки [АВ], .., [12], ... [АВ], .., [12], … 

       Проекции отрезков [А1В1], ..,[1121], ... [А1В1], .., [1121], ... 

       Углы ,  , ...   ,  , … 

       Плоскости        P, Q, .., , , ... P, Q, .., , , ... 

       Следы плоскостей: 

-  горизонтальные 

-   фронтальные 

-    профильные 

 

P1, .., 1, ... 

P2, .., 2, ... 

P3, .., 3, ... 

 

P1, .., 1, ... 

P2, .., 2, ... 

P3, .., 3, ... 

Символы геометрических объектов в различных системах 

       Треугольник, разность   

       Прямой угол ┐,   ┐,   

       Прямоугольный 

треугольник 

  

       Бесконечность ∞  ∞ 

       Угол   
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                                                                   Продолжение таблицы 1 

I II III 

Cокращения названий геометрических объектов  

       Точка Тчк,  тчк,  т. Тчк,  тчк,  т. 

       Натуральная величина Н.В., н.в. Н.В., н.в. 

Символы отношений между геометрическими объектами 

      Равенство, результат   

      Неравенство ≠ ≠ 

      Совпадение   

      Приблизительное 

равенство 

 

  

 

  

      Приблизительность 

(около) 

 

~ 

 

~ 

      Конгруэнтность   

      Взаимная 

принадлежность 

 

 

 

 

      Непринадлежность   

      Пересечение , ∩ , ∩ 

      Объединение   

      Перпендикулярность   

      Параллельность || || 

      Логическое следствие   

      Равносильность, 

эквивалентность 

 

 

 

 

      Сравнение «больше»   

      Сравнение «меньше»   

      Логическое «и» ∧ ∧ 

      Логическое «или» ∨ ∨ 
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I. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

1.1. Тема «Способ прямоугольного треугольника» 

 

Длина проекции отрезка прямой линии при ортогональном 

проецировании на плоскость равна длине отрезка лишь в том случае, 

если отрезок является отрезком прямой уровня, то есть прямой, 

параллельной плоскости проекций. В случае, когда отрезок прямой 

занимает в пространстве общее положение, длина его проекций не 

равна истинной длине отрезка и всегда меньше своей действительной 

величины. В тех задачах, где требуется определить натуральную 

величину отрезка, а также разность координат концов отрезка или 

углы наклона его к плоскостям проекций и применяется способ 

прямоугольного треугольника. Для этого вполне достаточно иметь 

только две проекции отрезка. 

В чем же суть данного способа?  

Рассмотрим рисунок 1: строят ортогональную проекцию А1В1 

отрезка АВ на плоскости π1, затем проводят отрезок АВ0, 

параллельный А1В1. Образованный треугольник АВВ0 получается 

прямоугольным и является подобным треугольнику МВВ1. 

 
 Рисунок 1 – Проецирование отрезка прямой на плоскость 

 

Отрезок АВ является гипотенузой прямоугольного треугольника 
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На рисунке 2 показано практическое применение способа 

прямоугольного треугольника. Определены натуральная величина 

отрезка и углы его наклона к плоскостям проекций. 

 
  а)                                                               б) 

Рисунок 2 – Определение величины отрезка и углов его наклона 

 

Приняв А1В1 за один катет, на рисунке 2,а строят 

прямоугольный треугольник, вторым катетом которого является 

отрезок В1В0. [В1В0] = ZВ – ZА, то есть разности координат Z 

(разности высот). Длина гипотенузы А1В0 равна натуральной 

величине отрезка АВ, а угол  = В1А1В0  - величине угла наклона его 

к плоскости проекций π1.  

На рисунке 2,б показано аналогичное решение, когда 

натуральная величина определена на фронтальной плоскости 

проекций. В этом случае угол β определяет угол наклона отрезка 
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прямой к фронтальной плоскости проекций π2. Если ΔZ = ZВ – ZА,            

то ΔY = YА – YВ – разность координат Y.  

Выводы: 

- натуральная величина отрезка прямой общего положения равна 

гипотенузе прямоугольного треугольника, одним катетом которого 

будет являться проекция отрезка на любую плоскость проекций, а 

другим – разность расстояния от концов отрезка до этой же 

плоскости; 

- угол между катетом-проекцией и гипотенузой равен 

действительной величине угла наклона отрезка к той плоскости 

проекций, на которой и выполнены построения. 

 

 

1.2. Тема «Способы преобразования проекций» 

 

В начертательной геометрии под преобразованием 

комплексного чертежа (проекций) объекта понимают его изменение, 

вызванное перемещением объекта в пространстве или введением 

новых плоскостей проекций. 
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1.2.1. Способ замены плоскостей проекций 

 

При проецировании предмета на дополнительную плоскость 

проекций объект не меняет своего положения в пространстве по 

отношению к плоскостям проекций, а исходная система основных 

плоскостей проекций дополняется новыми плоскостями проекций, 

которые выбираются так, чтобы получить наиболее удобные виды 

дополнительных проекций. 

 
должна быть перпендикулярна к незаменяемой плоскости π1 (рисунок 

3,а). Если же заменяется плоскость π1, то плоскость, например, π5 

должна быть перпендикулярна к плоскости π2 (рисунок 3,б). 

Рассмотрим более подробно преобразование наглядного и 

комплексного (эпюра) чертежей точки при замене плоскостей 

проекций, показанное на рисунке 3. 

 
проекцию через  А4  (рисунок 3,а).  Нетрудно  видеть,  что  если точка 
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Рисунок 3 – Замена плоскостей проекций 
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Рисунок 4 – Две замены плоскостей проекций 
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На  рисунке  4  для  точки  А  произведена  замена  плоскости  П2 

 
 

1.2.2. Задачи, решаемые заменой плоскостей 

 

Введение новых плоскостей проекций  π4 (П4), π5 (П5), π6 (П6), … 

 

 
Ниже подробно рассмотрим примеры решений подобных 

типовых задач. 
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1.2.3. Преобразование прямых заменой плоскостей 

 

Известно, что: 

- прямая в пространстве может занимать общее или частное 

положения;  

- прямая, не параллельная и не перпендикулярная ни одной из 

плоскостей проекций, называется прямой общего положения; 

- прямая, параллельная одной плоскости проекций, является 

прямой уровня; 

- прямая,  параллельная  двум плоскостям проекций и 

перпендикулярная третьей, называется проецирующей прямой. 

Пример задачи 1: заменой плоскостей преобразовать прямую 

общего положения в прямую уровня. 
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Пример задачи 2:  заменой плоскостей превратить прямую 

уровня в проецирующую прямую. 
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1.2.4. Преобразование плоскостей заменой плоскостей 

 

Известно, что: 

- плоскость в пространстве может занимать общее или частное           

положения; 

- плоскость, не перпендикулярная и не параллельная ни к одной 

из плоскостей проекций, называется плоскостью общего положения; 

- плоскость, параллельная одной плоскости проекций, является 

плоскостью уровня; 

- плоскость, перпендикулярная плоскости проекций, называется                  

проецирующей. 

Пример задачи 3: заменой плоскостей преобразовать 

плоскость общего положения в проецирующую плоскость. 

 

 
Рисунок 7 – Преобразование плоскости общего положения 
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Пример задачи 4: с помощью перемены плоскостей превратить 

проецирующую плоскость в плоскость уровня. 
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1.2.5. Две замены плоскостей 

 

Пример задачи 5: заменой плоскостей преобразовать прямую 

общего положения в проецирующую прямую. 
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общего положения вначале следует преобразовать в линию уровня 

(см. рисунок 5), а затем линию уровня привести в проецирующую 

(см. рисунок 6). 

Пример задачи 6: с помощью замен плоскостей преобразовать 

плоскость общего положения в плоскость уровня. 

 

На рисунке 10 показано преобразование плоскости АВС в 

горизонтальную плоскость уровня. 

 
Рисунок 10 – Преобразование плоскости  

общего положения в плоскость уровня 
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Вначале плоскость общего положения необходимо привести в 

проецирующую (см. рисунок 7), а затем проецирующую плоскость в 

плоскость уровня (см. рисунок 8). 

 

1.2.6. Способ вращения 

 

Другой    способ    преобразования    чертежей   –   это    способ 
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21 

 

1.2.7. Задачи, решаемые способом вращения 

 

Суть способа вращения состоит в том, что геометрическая 

фигура (объект, предмет) вращается вокруг некоторой неподвижной 

оси до требуемого положения относительно стационарных 

плоскостей проекций. 

  

1.2.8. Поворот точки вокруг  

горизонтально-проецирующей оси  

 

Как повернуть точку вокруг горизонтально-проецирующей оси? 
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1.2.9. Преобразование способом вращения прямых 

 

Известно, что в качестве оси вращения может быть взята любая 

прямая, но на практике при преобразовании чертежа (проекций) 

широкое распространение получило вращение вокруг проецирующих 

прямых и линий уровня. 

Пример задачи 7: способом вращения превратить прямую 

общего положения в прямую уровня. 
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Пример задачи 8: преобразовать способом вращения прямую 

уровня в проецирующую. 

Ответ: Для решения задачи необходимо выбрать положения 

оси вращения. 
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1.2.10. Преобразование способом вращения плоскостей 

 

Пример задачи 9: повернуть плоскость общего положения в 

плоскость проецирующую. 
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                          Так   как   в   новом 
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Пример задачи 10: способом вращения преобразовать 

проецирующую плоскость в плоскость уровня. 
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1.2.11. Примеры преобразования чертежей двумя поворотами 

 

Пример задачи 11: повернуть прямую общего положения в 

прямую проецирующую. 
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Пример задачи 12: преобразовать плоскость общего 

положения в плоскость уровня. 
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1.2.12. Способ плоскопараллельного перемещения 

 

Плоскопараллельным  перемещением  называется  такое 
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1.2.13. Способ совмещения 

 

Способом     совмещения     можно      считать      преобразование 
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1.2.14. Метрические задачи 

 

Какие задачи являются метрическими? 

 

 
 



 

36 

 

 
 

1.2.15. Расстояние между объектами 

 

Как определяется расстояние между геометрическими 

объектами? 
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данного пособия (см. рисунок 9).  

Рассмотрим 5 задач на определение расстояний между 

геометрическими объектами: 
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проекции плоскости (рисунок 33,б). 
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Рисунок 34 – Определение расстояния от точки до плоскости 
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1.2.16. Определение величины объекта 

 

В     третью     группу     метрических     задач     входят     задачи 

 
Во многих вышерассмотренных примерах и задачах натуральная 

величина плоских фигур определяется в ходе построений и является 

или промежуточным этапом решения или итоговым результатом. 

Рассмотрим две задачи: 
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Рисунок 39 – Определение НВ отрезка  

способом плоскопараллельного перемещения 

 

Нахождение различными способами преобразования проекций 

действительных величин плоских фигур, а именно, треугольников 

подробно показано в следующей части пособия. 
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II. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

2.1. Определение величины  

треугольника различными способами 

 

Задача: Определить натуральную величину треугольника 

(рисунок 40), задающего плоскость. 

Темы, знание которых необходимы при решении задачи: 

1. Задание точки, прямой, плоскости. 

2. Прямые плоскости. 

3. Способ прямоугольного треугольника. 

4. Способ замены (перемены) плоскостей проекций. 

5. Способ вращения. 

6. Способ совмещения. 

7. Способ плоскопараллельного перемещения. 

 
Рисунок 40 – Заданный треугольник 

 

Анализ задачи: 

Плоскость, заданная треугольником АВС, относительно системы 

плоскостей  проекций  π1 π2 π3  занимает  общее  положение,  поэтому 
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ни одна из проекций не отображается в натуральную величину 

треугольника. 

 

Рассмотрим выполнение данной задачи пятью способами. 

Первый способ решения: способ прямоугольного 

треугольника – это один из метрических способов решения данной 

задачи (рисунок 41). 

 
Рисунок 41 – Определение НВ треугольника  

способом прямоугольного треугольника 
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План решения и построения: 

Способом  прямоугольного  треугольника  определим   величину  

каждой стороны треугольника и построим его натуральный вид. 

Построение: 

1. Заключим фронтальную проекцию стороны  АВС [С2В2] как 

гипотенузу в прямоугольный треугольник, вертикальный катет 

которого равен | ZВ - ZС |. Отложим этот катет под прямым углом           

к горизонтальной проекции стороны [С1В1]. Гипотенуза [С
*
В1] 

треугольника С
*
С1В1 является натуральной величиной стороны                    

 АВС - [СВ] (рисунок 41, этап 1). 

2. Аналогично находим натуральные величины сторон  АВС -

[ВА] и [СА] (рисунок 41, этап 1). 

3. В произвольном положении отложим одну из сторон 

треугольника, например, [С
*
В

*
] на поле чертежа. Затем с помощью 

циркуля засечками найдем положение точки А
*
. Построенный 

треугольник С
*
В

*
А

*
 имеет действительную величину  АВС  (рисунок 

41, этап 2). 

Алгоритм решения: 

1. Способом     находим н.в. всех сторон  АВС. 

2. С помощью циркуля строим н.в.  АВС -  С
*
В

*
А

*
. 

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с нахождения 

натуральных величин сторон  АВС на плоскости проекций π2. 

 

Второй способ решения задачи - способ замены плоскостей. 

Положения способа замены плоскостей: 

При проецировании предмета на дополнительную плоскость 

проекций предмет не меняет своего положения в пространстве по 

отношению к плоскостям проекций, а исходная система основных 

плоскостей проекций дополняется новыми, дополнительными, 

плоскостями проекций, которые выбираются так, чтобы получить 

наиболее удобные виды дополнительных проекций. 

План решения и построения:   

1. Введем в систему плоскостей проекций π1 π2 дополнительную  
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плоскость  так,  чтобы  она  была  перпендикулярна  одновременно  и 

 одной из плоскостей проекций и плоскости, заданной 

треугольником, тогда последний спроецируется на новую плоскость 

отрезком прямой – плоскость треугольника станет проецирующей.  

2. В новую систему плоскостей введем вторую дополнительную 

плоскость так, чтобы она была параллельна плоскости треугольника 

А4В4С4, тогда новая плоскость треугольника станет плоскостью 

уровня и треугольник отобразится на вторую дополнительную 

плоскость в действительную величину. 

 

 
Рисунок 42 – Определение НВ треугольника  

способом замены плоскостей 
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Построение: 

1. В проекциях  АВС проведем проекции горизонтали H – h2, h1  

(рисунок 42, этап 1). 

2. Введем в систему плоскостей проекций π1 π2 дополнительную 

плоскость π4 так, чтобы π4 была перпендикулярна к π1 и к  АВС, 

тогда новая ось Х1 пройдет перпендикулярно h1 (рисунок 42, этап 1). 

3. На эпюре на плоскости π4 находим проекции вершин 

треугольника А4, В4, С4. От оси Х1 откладываем для каждой точки 

координату Z, треугольник проецируется в прямую -  А4С4В4 (рисунок 

42, этап 2). 

4. Введем в систему плоскостей вторую дополнительную 

плоскость π5, которая параллельна  А4В4С4 и перпендикулярна 

плоскости π4, ось Х2 пройдет параллельно | А4С4В4 | (рисунок 42,             

этап 2). 

5. На плоскость π5 треугольник спроецируется в натуральную 

величину -  А5В5С5 (рисунок 42, этап 2). 

Алгоритм решения: 

1. В  АВС проводим H – h2, h1. 

2. Систему π1π2 дополняем π4 (π4  π1;  π4   АВС). Ось Х1  h1. 

3. От Х1 откладываем ZА, ZС, ZВ и получаем | А4С4 В4 |. 

4. Систему π1π4 дополняем π5 (π5  π4; π5 ||  АВС). Ось Х2 ||          

| А4С4В4 |. 

5. Проекция  А5В5С5 – н.в.  

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с построения 

фронтали F и выбора первой дополнительной плоскости  π2 и  . 

 

Третий способ решения задачи - способ вращения. 

Положения способа: 

Вращением фигуры вокруг оси называется такое движение, при 

котором каждая точка фигуры перемещается по окружности, 

плоскость которой перпендикулярна к оси вращения, центр 

расположен в точке пересечения оси вращения с плоскостью 

вращения, а радиус равен расстоянию от точки до оси вращения. 
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Свойства (правила) вращения: 

- если вращать отрезок или плоскую фигуру вокруг оси,  

перпендикулярной к плоскости проекций, то проекция на эту 

плоскость не меняется ни по виду, ни по величине – изменяется лишь 

положение; 

- все точки другой проекции перемещаются по прямым, 

параллельным оси проекций и перпендикулярным оси вращения,  и 

проекция изменяется как по форме, так и по величине. 

План решения и построения: 

1. Сделаем плоскость треугольника АВС проецирующей,  

вращая ее вокруг проецирующей оси i (i1; i2), которую для удобства 

построения выберем проходящей через одну из вершин треугольника. 

2. Затем плоскость треугольника АВС повернем до плоскости 

уровня, чтобы определить его натуральную величину. 

Построение: 

1. Выбираем ось вращения i, которая перпендикулярна одной        

из плоскостей проекций, например π2, и проходит через вершину А                  

 АВС (тчк А, находясь на оси, при вращении  АВС остается на 

месте)  (рисунок 43, этап 1). 

2. Через вершину А проводим линию уровня, в нашем случае 

фронталь  F (f 1, f2) (рисунок 43, этап 1). 

3. Фронталь вращаем до проецирующего положения, то есть              

на эпюре проекция фронтали f2 повернута до положения   

перпендикуляра  к  оси  проекции  Х (рисунок 43, этап 1). 

4. На базе новой проекции f2 строим с помощью засечек                     

 А2В2С2 конгруэнтный треугольнику А2В2С2. Горизонтальная 

проекция  АВС спроецировалась отрезком прямой С1 А1В1 (рисунок 

43, этап 1). 

5. Выбираем вторую ось вращения i′, перпендикулярную π1, и                   

проходящую через вершину треугольника А В С - В (рисунок 43,                 

этап 2). 

6. Повернем горизонтальную  проекцию треугольника С1А1В1  

до параллельности с осью Х, получим новую проекцию | В1 А1С1 |. 
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Проекция    А2 В2 С2   является   натуральной   величиной   заданного    

треугольника (рисунок 43, этап 2). 

 

 
 

Рисунок 43 – Определение НВ треугольника  

способом вращения 
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Алгоритм решения: 

1. Проводим i  π2;  А i. 

2. Проводим F   АВС;  АF. 

3. Вращаем  f2 до  оси Х. 

4. Засечками строим  А2 В2С2;   F  π1      АВС  π1 - | С1А1В1 |. 

5. Проводим i′ π1;   В  i′ .  

6. Повернем | С1А1В1 | || оси Х    | В1 А1 С1 |. Проекция   А2 В2 С2  

– н.в.  АВС.  

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с построения 

горизонтали Н и выбора первой оси вращения  π1 . 

 

Четвертый способ решения задачи - способ совмещения. 

Положения способа совмещения: 

Способом совмещения можно считать преобразование 

плоскости в плоскость уровня посредством вращения вокруг ее линии 

уровня. Используя вращение вокруг линий уровня (включая и следы 

плоскостей), можно преобразить плоскость общего положения в 

плоскость уровня лишь одним вращением, а не двумя, как,             

например, при вращении вокруг проецирующих прямых. Это дает 

преимущество данному способу при прочих равных условиях. 

План решения и построения: 

1. Совместим плоскость, заданную треугольником АВС, 

например, с положением горизонтальной плоскости, проходящей 

через горизонталь Н.  

2. При вращении плоскости треугольника останутся 

неподвижными точки, лежащие на Н. 

Построение: 

1. В  АВС через вершину А проведем прямую уровня - 

горизонталь H (h2, h1), которая будет являться осью вращения. Точка  

А останется неподвижной (рисунок 44, этап 1). 

2. Точки С и В треугольника будут вращаться в плоскостях, 

перпендикулярных горизонтали Н, проведем следы этих плоскостей 

α1  h1  и  β1  h1  (С α,  Вβ) (рисунок 44, этап 1). 
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3. Плоскость β перпендикулярна оси вращения Н. Центр 

вращения О (О1,О2) определяется в пересечении оси вращения с 

плоскостью вращения:  β ∩ Н = О (рисунок 44, этап 1). 

 

 
 

Рисунок 44 – Определение НВ треугольника 

 способом совмещения 
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4. Натуральную величину радиуса вращения ОВ (RВ) определяем  

способом прямоугольного треугольника, отложив на перпендикуляре  

к В1О1 отрезок В
*
В1, равный разности высот точек В и О -                             

ZВО = ZВ – ZА. Гипотенуза В
*
О1 будет натуральной величиной ОВ, 

которую отложим от О1 на горизонтальном следе β1. Получим 

проекцию  В1  повернутой  точки  В (рисунок 44, этап 2). 

5. Соединим проекцию В1 повернутой точки В с проекцией 11 

неподвижной точки 1 и отметим точку пересечения этой линии с α1. 

Это будет проекция С1 повернутой точки С (положение С1 можно 

определить и аналогично  нахождению нового положения точки В  - 

В1). Соединив А1В1С1, получим натуральную величину треугольника 

АВС (рисунок 44, этап 2). 

Алгоритм решения: 

1. Проводим  Н   АВС  через  А - h2, h1. 

2. Проводим следы плоскостей вращения: α1 и β1 h1 - Сα, Вβ. 

3. β  Н = О.  Определим н.в. радиуса вращения ОВ и найдем 

новое положение тчк В – В1. 

4. Найдем новое положение тчк С – В111 ∩ α1 = С1. 

5.  А1В1С1 – искомая величина. 

- Задачу можно решить по аналогии, совмещая плоскость  

АВС с фронтальной плоскостью уровня, при этом начинают с 

построения фронтали F. 

 

Пятый способ решения задачи – способ плоскопараллельного 

перемещения.  

Положения: 

Плоскопараллельным перемещением называется такое 

перемещение, при котором все точки перемещаются в параллельных 

плоскостях. При таком перемещении движется сам предмет, 

плоскости   проекций остаются неподвижными.  

Способ  вращения без указания осей, радиусов и центров 

вращения (при этом соблюдаются все свойства и правила) можно 

рассматривать     как       частный         случай      плоскопараллельного 
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перемещения. 

План решения и построения: 

1. Переместим плоскость, заданную треугольником АВС, из 

общего положения в частное проецирующее положение, чтобы одна 

из ее проекций стала прямой линией. 

2. Вторым перемещением плоскость треугольника приведем в 

положение плоскости уровня, тогда одна из проекций треугольника 

будет в натуральную величину. 

 
Рисунок 45 – Определение НВ треугольника  

способом плоскопараллельного перемещения 

 

Построение: 

1. В проекциях  АВС через вершину С проводим проекции 

горизонтали H (h2, h1) (рисунок 45, этап 1). 

2. Перемещаем проекцию  А1В1С1 в новое положение так, 

чтобы h1 расположилась вертикально, при этом размеры проекции 

остаются неизменными. При таком положении горизонтали заданная 

плоскость  стала фронтально проецирующей и на π2 спроецировалась  

отрезком прямой – В2С2 А2 (рисунок 45, этап 2). 
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3. Перемещаем В2С2 А2 параллельно оси Х - В2С2А2 (рисунок 45, 

этап 3). 

4. После перемещения плоскость треугольника стала 

горизонтальной плоскостью уровня и проекция  А1В1С1 - это 

натуральная величина  АВС (рисунок 45, этап 3).   

Алгоритм решения: 

1. Через вершину С  АВС проводим H (h2, h1). 

2. Перемещаем  А1В1С1  в положение, когда h1  оси Х -  А В С 

  π2      В2С2 А2 - прямая линия. 

3. Перемещаем | В2С2 А 2 | - В2С2 А2 || оси Х.   А1 В1 С1  - н.в. 

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с построения 

фронтали F и перемещая фронтальную проекцию  АВС до 

горизонтально проецирующего положения. 

 

Контрольные вопросы к задаче: 

1. Какими способами можно задать плоскость? 

2. Какие   положения   плоскостей   и   прямых   в   пространстве 

знаете? 

3. Когда    прямая    принадлежит   плоскости?   Горизонталь   и  

фронталь плоскости. 

4. Когда прямая будет перпендикулярна плоскости? 

5. Как     на    практике     применять    способ    прямоугольного  

треугольника? 

6. В чем заключается способ перемены плоскостей проекций? 

7. Сколько    и    в    какой    последовательности    надо    ввести      

дополнительных   плоскостей   в   систему   π1 π2,   чтобы   определить 

натуральную    величину   фигуры,   задающую     плоскость    общего 

положения? 

8. В   чем   сущность   преобразования   проекций   способом  

вращения? 

9. Что такое ось, радиус и центр вращения? 

10. Какая   из   проекций  не  изменяет   своей   величины   при  
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вращении   предмета    вокруг   оси   перпендикулярной   плоскости 

проекций? 

11. Какие линии используются в качестве осей вращения? 

12. Какие  основные  задачи  решаются  путем  преобразования  

чертежа (проекций)? 

 

Задание: Решить задачу «Натуральная величина плоскости 

треугольника» согласно своему варианту. Данные для задачи 

находятся в Приложении (таблица) на стр. 73-74. В соответствии с 

требованием преподавателя способ выполнения задания может 

быть выбран или самостоятельно или указан преподавателем. 

 

2.2. Определение разными способами расстояния  

между геометрическими объектами  

 

Задача: Определить расстояние от точки Д до плоскости, 

заданной  треугольником АВС (рисунок 46). 

Темы, знание которых необходимы при решении задачи: 

1. Проецирование точки, прямой, плоскости. 

2. Положение прямых и плоскостей в пространстве. 

3. Теорема прямого угла. 

4. Прямые плоскости. 

5. Конкурирующие точки. 

6. Способ прямоугольного треугольника. 

7. Способ замены (перемены) плоскостей проекций. 

8. Способ вращения. 

9. Свойства вращения. 

10. Способ совмещения. 

11. Способ плоскопараллельного перемещения. 

Анализ задачи: 

1. Плоскость, заданная  АВС, относительно системы 

плоскостей проекций π1 π2 π3  занимает общее положение. 

2. Расстояние от точки  до плоскости определяется длиной 

отрезка  перпендикуляра, опущенного из точки на эту плоскость. 



 

62 

 

 
Рисунок 46 – Заданные треугольник и точка 

 

Рассмотрим решение данной задачи разными способами. 

 

Первый способ решения задачи - способ прямоугольного 

треугольника. 

Положения: 

1. Прямой угол проецируется на плоскость проекций без 

искажения при условии, если хотя бы одна из его сторон  параллельна 

плоскости проекций. 

2. Прямая перпендикулярна к плоскости, если она  

перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, принадлежащим 

этой плоскости. 

3. Для того чтобы прямая в пространстве была перпендикулярна 

плоскости, необходимо и достаточно, чтобы на эпюре горизонтальная 

проекция прямой была перпендикулярна к горизонтальной проекции 

горизонтали, а фронтальная проекция – к фронтальной проекции 

фронтали этой плоскости. 
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4. Для определения видимости элементов пользуются 

конкурирующими точками. На горизонтальной проекции видимой из 

конкурирующих точек является та, которая имеет большую высоту, 

т.е. координату Z. На фронтальной проекции видимой является точка 

у которой больше координата Y. 

План решения и построения: 

1. Из точки Д опустим перпендикуляр на плоскость  АВС на 

основании положений 2, 3.  

2. Найдем точку (тчк К) пересечения перпендикуляра с 

плоскостью  АВС, проведя вспомогательную проецирующую 

плоскость. 

3. Натуральную величину отрезка ДК определим способом 

прямоугольного треугольника. 

Построение: 

1. В заданной плоскости строим две пересекающиеся прямые – 

фронталь F и горизонталь H: в проекциях  АВС проводим проекции 

F - f1 и  f2 и проекции  H – h2  и  h1 (рисунок 47, этап 1). 

2. Из точки Д опускаем на плоскость перпендикуляр b 

следующим образом: из горизонтальной проекции точки Д1 опускаем 

проекцию перпендикуляра к горизонтальной проекции h1, из 

фронтальной проекции точки Д2 опускаем проекцию перпендикуляра 

к  фронтальной  проекции фронтали  f2 (рисунок 47, этап 1). 

3. Находим основание перпендикуляра – точку К. Для этого  

заключаем перпендикуляр b во вспомогательную, например, 

фронтально-проецирующую плоскость γ. Определяем точки 

пересечения плоскости γ с  АВС – N, M. Пересечение [N1M1] с b1 

дает нам К1, восстанавливаем в К1 линию связи и на b2 находим 

проекцию К2 (рисунок 47, этап 2). 

4. С помощью конкурирующих точек 1, 2, 3, 4 находим 

видимость частей перпендикуляра b (рисунок 47, этап 3). 

5. Для нахождения натуральной величины отрезка 

перпендикуляра [ДК] заключим, например, фронтальную проекцию 

Д2К2 в качестве гипотенузы в прямоугольный треугольник, 
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вертикальный катет которого равен разности координат концов 

отрезка. Этот катет откладываем под прямым углом к одному из 

концов горизонтальной проекции отрезка. Д
*
К1 и является искомой 

величиной (рисунок 47, этап 4). 

 
Рисунок 47 – Определение расстояния 

способом прямоугольного треугольника 
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Алгоритм решения: 

1. Проводим в  АВС горизонталь H и фронталь F. 

2. Опускаем из т. Д к плоскости  АВС перпендикуляр b –                  

b1  h1,   b2  f2. 

3. Заключаем bγ (γ  π2)   γ ∩  АВС = [MN] находим 

основание перпендикуляра  К = b ∩   АВС 

4. Определяем  н.в. [ДК].  

- Задачу можно решить по аналогии, находя натуральную 

величину отрезка перпендикуляра с помощью координат Y. 

 

Второй способ решения задачи - способ замены плоскостей. 

Положения способа: 

В способе замены (перемены) плоскостей проекций положение 

точек, прямых, плоских фигур, поверхностей в пространстве остается 

неизменным, а система π1 π2 дополняется новыми плоскостями, 

образующими и с π1 или с π2 или между собой системы  взаимно 

перпендикулярных плоскостей, принимаемых за плоскости проекций. 

Каждая новая система выбирается так, чтобы получить 

положение наиболее удобное для выполнения требуемого 

построения. 

При построении в новой системе плоскостей проекций 

соблюдаются те же положения относительно зрителя, которые были 

установлены для системы плоскостей π1 π2.  

План решения и построения:   

1. Введем в систему плоскостей проекций π1 π2 дополнительную 

плоскость так, чтобы она была перпендикулярна одновременно и 

одной из плоскостей проекций и плоскости, заданной треугольником, 

тогда последний спроецируется на новую плоскость отрезком 

прямой.  

2. Из новой проекции точки Д опустим перпендикуляр к 

проекции на дополнительной плоскости  АВС – найдем основание 

перпендикуляра точку К: [ДК] – это и будет истинное расстояние от 

точки Д до заданной плоскости.        
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Рисунок 48 – Определение расстояния 

способом замены плоскостей 

 

Построение: 

1. В проекциях  АВС проведем проекции горизонтали H – h2, h1 

(рисунок 48, этап 1). 
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2. Введем в систему плоскостей проекций π1 π2 дополнительную 

плоскость π4 так, чтобы π4 была перпендикулярна к π1 и к  АВС, 

тогда новая  ось ОХ1 будет перпендикулярна h1 (рисунок 48, этап 1). 

3. На эпюре на плоскости π4 находим проекции вершин А4, В4, С4 

треугольника и проекции точки Д – Д4. От оси ОХ1 откладываем для 

каждой точки координату Z. 

4. Из Д4 к проекции треугольника А4В4С4 проводим 

перпендикуляр. [Д4К4] – это натуральная величина расстояния от 

точки Д до плоскости (рисунок 48, этап 2). 

5. Находим проекции отрезка перпендикуляра - [Д1К1] и [Д2К2]. 

Если [Д4К4] натуральная величина, то перпендикуляр в системе 

плоскостей проекций π1 π4 занимает частное положение, поэтому его 

проекция [Д1К1] параллельна оси ОХ1. В К1 восстанавливаем линию 

связи и на ней от оси ОХ откладываем координату Z точки К – это и 

будет проекция К2 (рисунок 48, этап 2). 

Алгоритм решения: 

1. В  АВС проводим H – h2, h1. 

2. Систему π1π2 дополняем π4 (π4  π1;  π4   АВС). Ось ОХ1  h1. 

3. Из Д1 опускаем  к А4В4С4, определяем К4: Д4К4  А4В4С4. 

[Д4К4] – н.в. перпендикуляра. 

4. Находим [Д1К1], [Д2К2]. Если [Д4К4] – н.в., то [Д1К1] || ОХ1,           

а расстояние от ОХ до К2 –  ZК. 

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с построения 

фронтали F и задавая дополнительную плоскость перпендикулярно 

плоскости проекций π2. 

 

Третий способ решения задачи – способ вращения. 

Положения: 

При вращении вокруг оси каждая точка вращаемой фигуры 

перемещается в плоскости, перпендикулярной оси вращения. Точка 

перемещается по окружности, центр которой находится в точке 

пересечения оси с плоскостью вращения (центр вращения), а радиус 
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окружности равняется расстоянию от вращаемой точки до центра 

(радиус вращения). 

Если ось вращения перпендикулярна, например, к плоскости π1, 

то плоскость, в которой происходит вращение точки, параллельна 

плоскости π1. Следовательно, траектория точки проецируется на  

плоскость π1 без искажений, а плоскость π2 – в виде отрезка прямой 

линии. 

План решения и построения: 

1. Расстояние от точки D до плоскости определяется длиной 

перпендикуляра, проведенного из точки D до плоскости треугольника 

АВС. Если плоскость АВС сделать проецирующей, то этот 

перпендикуляр спроецируется на соответствующую плоскость 

проекций без искажения. 

Сделаем плоскость треугольника АВС проецирующей, вращая ее 

вокруг проецирующей оси i (i1; i2), которую для удобства построения 

выберем проходящей через одну из вершин треугольника. Вокруг 

этой оси поворачиваем согласно положению и точку D.  

2. Опустим перпендикуляр из новой проекции точки D на новую 

проекцию (в виде отрезка прямой) треугольника АВС – это и будет 

искомое расстояние. 

Построение: 

1. Выбираем ось вращения, которая перпендикулярна одной из 

плоскостей проекций, например π2 проходит через вершину А   АВС 

(тчк А, при вращении   АВС находясь на оси, остается на месте)  

(рисунок 49, этап 1). 

2. Через вершину А проводим линию уровня, в нашем случае 

фронталь  F (f1, f2) (рисунок 49, этап 1). 

3. Фронталь вращаем до проецирующего положения, то есть               

на эпюре новая проекция фронтали f2 повернута до положения 

перпендикуляра к оси проекции ОХ (рисунок 49, этап 1). 

4. На базе новой проекции f2 строим с помощью засечек                          

 А2В2С2 конгруэнтный  А2В2С2 и новое положение точки D – D2. 

Горизонтальная проекция  АВС спроецировалась отрезком прямой 

А1 В1 С1 (рисунок 49, этап 1). 
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Рисунок 49 – Определение расстояния способом вращения 

 

5. Опускаем перпендикуляр из новой горизонтальной проекции 

D1 на горизонтальную проекцию  А1В1С1, находим кратчайшее 

расстояние DК от точки D до плоскости  АВС - D1К1. На π2  
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проекция отрезка D2К2 будет параллельна оси ОХ, так как                       

после поворота [DК] стала занимать положение горизонтали Н                     

(рисунок 49, этап 2).  

6. Проводим из D1  к  А1В1С1. [DК] ≡ Н. [D1К1] -                  

кратчайшее расстояние. Обратным вращением находим сначала 

проекцию К2, затем К1. Проводим проекции отрезка перпендикуляра 

DК - [D1К1], [D2К2] (рисунок 49, этап 2). 

Алгоритм решения:  

1. Проводим  i  А;  i  π2. 

2. Проводим  F  А;  F   АВС. 

3. Вращаем  f2 вокруг т. А до f2  ОХ. 

4. Засечками строим  А2В2С2  и  т. D2.  

5. F  π1       АВС  π1. 

6. [D1К1] – н.в. 

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с построения 

горизонтали Н и выбора оси вращения  π2. 

 

Четвертый способ решения задачи – способ 

плоскопараллельного перемещения.  

Положения: 

Переход от общего положения к частному может быть 

достигнут перемещением в пространстве проецируемой фигуры до 

частного положения относительно  неизменной системы плоскостей 

проекций (плоскопараллельное перемещение). 

Плоскопараллельное перемещение можно рассматривать как 

способ  вращения без указания осей, радиусов и центров вращения. 

При этом соблюдаются все свойства и правила. 

План решения: 

1. Переместим плоскость, заданную треугольником АВС, из 

общего положения в частное проецирующее положение, чтобы одна 

из ее проекций стала прямой линией. 

2. Вместе с треугольником, задающим плоскость, на это же 

расстояние перенесем и точку D, тогда перпендикуляр  из новой 
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проекции точки D, опущенный на  проекцию в виде отрезка 

треугольника АВС и будет натуральная величина расстояния от точки 

до плоскости. 

Построение: 

1. В проекциях  АВС через вершину С проводим проекции 

горизонтали H (h2, h1) (рисунок 50, этап 1).  

2. Перемещаем проекции  А1В1С1 и точки D1 в новое 

положение так, чтобы h1 расположилась вертикально, при этом 

прежние размеры проекции  А1В1С1 и расстояния от нее D1 остаются 

неизменными. При таком положении горизонтали заданная плоскость 

стала фронтально-проецирующей и на π2  спроецировалась  отрезком 

прямой – В2 С2 А2 (рисунок 50, этап 2).  

3. Из D2 опускаем перпендикуляр к В2 С2 А2, находим проекцию 

основания перпендикуляра К2. [D2К2] – натуральная величина 

искомого расстояния (рисунок 50, этап 2).  

 
Рисунок 50 – Определение расстояния  

способом плоскопараллельного перемещения 
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4. После перемещения перпендикуляр DK  занимает положение 

фронтали, поэтому проекция [D1К1] проходит параллельно оси Х 

(рисунок 50, этап 2).  

5. Определим проекции перпендикуляра обратным 

перемещением - [D1К1], [D2К2] (рисунок 50, этап 1).  

Алгоритм решения: 

1. Через вершину С  АВС проводим H (h2, h1). 

2. Перемещаем  А1В1С1  и D1 в положение, когда h1  ОХ.  

3. Опускаем из D2  к  А2В2С2.   D2К2 – искомое расстояние. 

- Задачу можно решить по аналогии, начиная с построение 

фронтали F и перемещая фронтальную проекцию   АВС до 

горизонтально-проецирующего положения. 

 

Контрольные вопросы к задаче:  

1. Конкурирующие точки. 

2. Прямые и обратные теоремы прямого угла. 

3. При каком условии прямой угол спроецируется  на плоскость  

проекций прямым? 

4. Свойства (правила) вращения. 

5. Какая из проекций отрезков прямой линии  не изменяет своей  

величины при вращении вокруг оси перпендикулярной плоскости 

проекций? 

6. Можно  ли  путем  поворота  вокруг  оси,   перпендикулярной  

плоскости проекций, определить длину отрезка прямой линии и угол 

ее наклона к π1 или к  π2? 

7. К каким задачам относятся задачи на определение расстояния  

между геометрическими объектами? 

 

Задание: Решить задачу «Определение расстояния между 

плоскостью треугольника и точкой» согласно своему варианту. 

Данные для задачи находятся в Приложении (таблица) на стр. 73-74. 

В соответствии с требованием преподавателя способ выполнения 

задания может быть выбран или самостоятельно или указан 

преподавателем. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

                                                                                       

                                 Задачи  к  выполнению                                Таблица 

 

№ 

вариа

нта 

Задача 

«Натуральная 

величина 

плоскости 

треугольника» 

Задача 

«Определение 

расстояния между 

плоскостью 

треугольника и 

точкой» 

 

№ 

вариа

нта  

Задача 

«Натуральная 

величина 

плоскости 

треугольника» 

Задача 

«Определение 

расстояния между 

плоскостью 

треугольника и 

точкой» 

I II III IV V VI 

 

1 

  А(50;30;20)   

  В(10;40;50)       

  С(30;0;30) 

△АВС 

 

т.E(15;60;60) 

 

19 

  K(60;40;40)   

  В(30;10;20)   

  P(20;30;20) 

△KВP 

 

т.А(0;70;60) 

 

2 

  А(0;30;30)         

  D(50;10;60)   

  С(30;40;10) 

△АDС 

 

т.В(65;60;80) 

 

20 

  А(15;0;50)   

  D(40;20;30)   

  С(40;50;10) 

△АDС 

 

т.К(55;60;70) 

 

3 

  K(10;50;20)   

  В(40;10;0)   

  С(30;30;50) 

△KВС 

 

т.А(55;40;70) 

 

21 

  А(20;30;30)   

  В(30;40;50)   

  С(0;50;10) 

△АВС 

 

т.D(65;60;75) 

 

4 

  E(30;30;40)   

  K(10;10;20)   

  С(0;50;30) 

△EKС 

 

т.D(45;60;60) 

 

22 

  А(30;10;40)   

  В(50;40;30)   

  E(10;30;20) 

△АВE 

 

т.C(5;65;50) 

 

5 

  А(30;40;50)   

  В(20;10;0)   

  С(50;40;10) 

△АВС 

 

т.E(65;70;65) 

 

23 

  K(20;40;40)   

  В(50;20;25)   

  E(10;50;0) 

△KВE 

 

т.А(70;80;65) 

 

6 

  E(50;10;30)   

  D(30;50;40)   

  С(0;30;20) 

△EDС 

 

т.К(15;60;55) 

 

24 

  А(30;10;20)   

  D(45;30;40)   

  С(20;0;30) 

△АDС 

 

т.E(65;70;70) 

 

7 

  А(30;10;10)   

  В(0;20;50)   

  D(40;40;20) 

△АВD 

 

т.C(55;70;80) 

 

25 

  D(40;20;25)   

  В(30;0;35)   

  K(20;30;20) 

△DВK 

 

т.А(5;50;60) 

 

8 

  А(40;20;40)   

  В(20;40;0)   

  E(50;30;20) 

△АВE 

 

т.D(75;60;75) 

 

26 

  А(60;20;10)   

  В(40;60;50)       

  D(30;35;10) 

△АВD 

 

т.К(25;60;80) 

 

9 

  А(35;60;50)        

  D(20;30;20)   

  С(0;30;40) 

△АDС 

 

т.В(65;40;85) 

 

27 

  E(10;50;40)   

  В(30;20;0)   

  С(50;10;20) 

△EВС 

 

т.А(60;75;70) 

 

10 

  K(30;25;30)   

  В(60;0;50)   

  С(20;50;10) 

△KВС 

 

т.E(80;70;65) 

 

28 

  А(0;40;10)   

  В(40;20;50)   

  D(50;50;30) 

△АВD 

 

т.C(15;70;75) 

 

11 

  P(30;40;45)         

  K(50;10;25)   

  С(20;50;0) 

△PKС 

 

т.А(0;75;60) 

 

29 

  E(30;30;20)   

  В(30;40;55)   

  D(0;10;40) 

△EВD 

 

т.К(55;60;80) 
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                                                                           Продолжение  таблицы 
I II III IV V VI 

 

12 

  D(10;0;40)   

  В(40;30;55)   

  С(30;50;30) 

△DВС 

 

т.E(80;70;15) 

 

30 

  K(20;50;10)   

  D(45;0;50)   

  А(60;10;30) 

△KDА 

 

т.C(75;60;85) 

 

13 

  А(40;20;10)   

  В(10;20;0)   

  K(20;60;45) 

△АВK 

 

т.C(65;80;75) 

 

31 

  А(50;30;15)   

  В(30;40;50)   

  С(20;30;0) 

△АВС 

 

т.E(60;70;65) 

 

14 

  D(20;30;50)   

  E(40;20;30)   

  С(15;30;50) 

△DEС 

 

т.К(85;60;70) 

 

32 

  P(15;40;30)   

  В(40;50;10)   

  С(0;30;20) 

△PВС 

 

т.D(75;80;55) 

                                                                                      

15 

  А(10;20;50)   

  D(40;20;20)   

  K(50;50;0) 

△АDK 

 

т.E(80;0;65) 

 

33 

  А(50;30;50)   

  В(40;10;0)   

  E(20;50;30) 

△АВE 

 

т.С(0;60;75) 

 

16 

  E(40;35;10)   

  В(50;20;40)   

  С(10;0;30) 

△EВС 

 

т.D(65;80;75) 

 

34 

  D(10;40;30)   

  В(60;0;50)   

  С(20;50;10) 

△DВС 

 

т.К(45;70;80) 

 

17 

  D(60;40;15)   

  В(40;20;50)   

  С(15;50;30) 

△DВС 

 

т.А(5;60;85) 

 

35 

  K(20;40;10)   

  В(0;30;60)   

  С(20;50;20) 

△KВС 

 

т.E(55;70;0) 

 

18 

  А(50;30;20)   

  E(60;0;50)   

  С(10;50;45) 

△АEС 

 

т.К(0;60;70) 

 

36 

  А(25;40;0)   

  В(40;10;50)   

  С(10;50;20) 

△АВС 

 

т.D(75;60;60) 
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