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ВВЕДЕНИЕ 

При решении различных задач математики, физики, химии и 
других наук часто пользуются математическими моделями  в виде 
уравнений, связывающих независимую переменную,  искомую 
функцию и ее производные. Такие уравнения называются 
дифференциальными (ДУ). 

Если искомая (неизвестная) функция зависит от одной 
переменной, то дифференциальное уравнение называется 
обыкновенным (ОДУ); в противном случае – дифференциальным 
уравнением в частных производных (ДУвЧП). Наивысший порядок 
производной, входящей в уравнение, называется порядком этого 
уравнения. 

Например, уравнение  
sin 0xy y x y′′′ ′− + =  - обыкновенное дифференциальное уравнение 

третьего порядка, а уравнение  
2 3 2 0x y xy′ − + =  - первого порядка;  

2 0z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 - дифференциальное уравнение в частных 

производных первого порядка,  
2

2 sin 0z zy x
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 - дифференциальное уравнение в частных 

производных второго порядка. 
В данном учебно-методическом пособии приведены основные 

типы обыкновенных дифференциальных уравнений, допускающих 
точные решения. Методы их решений подробно рассмотрены на 
большом числе примеров. 
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1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Определение. Уравнение  
( ), , 0F x y y′ =                                            (1) 

или 
( ),y f x y′ = ,                                             (2) 

связывающее между собой независимую переменную x , искомую 
функцию ( )y x  и её производную ( )y x′ , называется 
дифференциальным уравнением первого порядка. 

Определение. Решением уравнения (1) или (2) называется 
такая дифференцируемая функция ( )y xϕ= , которая при 
подстановке в уравнение вместо неизвестной функции обращает 
его в тождество. 

Процесс нахождения решения дифференциального уравнения 
называется интегрированием дифференциального уравнения. 

Определение. Общим решением дифференциального 
уравнения (1) в области D называется функция ( ),y x Cϕ= , 
обладающая следующими свойствами: 1) она является решением 
данного уравнения при любых значениях произвольной 
постоянной С; 2) для любого начального условия ( )0 0y x y=  

такого, что ( )0 0,x y D∈ , существует единственное значение 0C C= , 

при котором решение ( )0,y x Cϕ=  удовлетворяет заданному 
начальному условию. 

Определение. Уравнение ( ), , 0x y CΦ = , определяющее 
общее решение как неявную функцию, называется общим 
интегралом дифференциального уравнения. 

Определение. Всякое решение ( )0,y x Cϕ= , получающееся 

из общего решения  ( ),y x Cϕ=  при конкретном значении 0C C= , 
называется частным решением. 
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Пример 1. Доказать, что при каждом C R∈  функция 
Cxy += 2  является решением дифференциального уравнения  

02 =−′ xy . 
► Вычислим производную: 2( ) 2y x C x′ ′= + = . 
Подставляя найденное значение y′  в данное 

дифференциальное уравнение, получим тождество 
2 2 0x x− = . 

Значит, функция Cxy += 2  является решением данного 
дифференциального уравнения, что и требовалось доказать.◄ 

Определение. Задача, в которой требуется найти частное 
решение уравнения ( ),y f x y′ = , удовлетворяющее начальному 

условию ( )0 0y x y= , называется задачей Коши. 
Построенный на плоскости хОу график всякого решения 
( )y xϕ=  дифференциального уравнения называется интегральной 

кривой этого уравнения. Таким образом, общему решению 
( ),y x Cϕ=  на плоскости хОу соответствует семейство 

интегральных кривых, зависящее от одного параметра – 
произвольной постоянной С, а частному решению, 
удовлетворяющему начальному условию ( )0 0y x y= , – кривая этого 

семейства, проходящая через заданную точку ( )0 0 0,M x y .  

Теорема Коши. Если в дифференциальном уравнении (2) 
функция ( ),f x y  непрерывна и имеет непрерывную производную 

f
y
∂
∂

 в некоторой области D, то решение дифференциального 

уравнения ( ),y f x y′ =  при начальном условии ( )0 0y x y=  

существует и притом единственно, т.е. через точку ( )0 0,x y D∈  
проходит единственная интегральная кривая данного уравнения. 
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1.1. Уравнения с разделяющимися переменными 
Определение. Дифференциальное уравнение первого 

порядка  
( ) ( ), , 0P x y dx Q x y dy+ =  

называется уравнением с разделяющимися переменными, если 
функции ( ),P x y  и  ( ),Q x y  разлагаются на множители, зависящие 
каждый только от одной переменной: 

  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0f x g y dx f x g y+ = .                        (3) 
Разделим обе части уравнения (3) на произведение 

( ) ( )1 2g y f x⋅ , предполагая при этом, что ( ) ( )1 2 0g y f x⋅ ≠ .  
Имеем:  

( )
( )

( )
( )

1 2

2 1

0
f x g y

dx dy
f x g y

+ = . 

Интегрируя обе части равенства, получим общий интеграл 
уравнения (3): 

( )
( )

( )
( )

1 4

3 2

f x f y
dx dy C

f x f y
+ =∫ ∫ . 

Заметим, что деление обеих частей уравнения (3) на 
( ) ( )1 2 0g y f x⋅ ≠  может привести к потере частных решений 

уравнения, обращающих в нуль ( ) ( )1 2g y f x⋅ . Поэтому, получив 
общий интеграл уравнения, надо проверить, содержит ли он упомянутые 
частные решения при некоторых значениях C . Если нет, то их следует 
включить в общий интеграл. 

Пример 2. Найти общий интеграл дифференциального 
уравнения 

( )2 16 0x y dx ydy− + = .                               (4) 
► Разделим переменные в данном уравнении, деля обе его 

части на  2 16 0y − ≠ :  
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( )2
0

16
ydyxdx

y
+ =

−
. 

Почленно интегрируя, находим: 

( )2 16
ydyxdx C

y
+ =

−∫ ∫ , 

( )
( )

2

2

161
2 16

d y
xdx C

y

−
+ =

−∫ ∫ , 

2
21 ln 16

2 2
x y C+ − = - искомый общий интеграл. 

Выразив y , получим общее решение уравнения (4): 
2 2ln 16 lnx y C+ − =  или 

22 16 xy Ce−− = . 

Пусть теперь 2 16 0y − = , т.е. 4y = ± . Подстановкой в 
уравнение проверяем, что 4y = ±  - решение этого уравнения, его 
можно получить из общего решения при 0C = .◄ 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

( )21 yy dy dx
x

+ = . 

► Разделив обе части уравнения на y , считая, что 0y ≠ , получим 
уравнение с разделенными переменными 

x
dxdy

y
y

=
+ 21 . 

Интегрируя обе части равенства, получим 
21 y dxdy C

y x
+

= +∫ ∫ , 

2

ln ln ln
2
y y x C+ = + . 

Здесь произвольную постоянную удобнее взять в виде ln C . 
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2

ln ln ln
2
y x y C= − + ,    

2

ln
2
y Cx

y
= . 

Отсюда 
2

2
yCx e

y
= , или 

2

2
y

y Cxe
−

= , где C  - произвольная 

постоянная.  
Заметим, что решение 0y =  исходного дифференциального 

уравнения входит в полученное общее решение при 0C = .◄ 

Пример 4. Найти частное решение уравнения  

( ) ( )21 1
xxe ydy e y dx+ = + , 

удовлетворяющее начальному условию ( )0 3y = . 

► Это уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными, так как коэффициент при dx  представляет собой 
произведение двух сомножителей: xe  зависит только от x, а 
( )21 y+ – только от y. Аналогично, коэффициент при dy  тоже 

является произведением двух сомножителей: ( )1 xe+  зависит 
только от x, а второй сомножитель – y. 

Разделим обе части уравнения на ( )( )21 1 xy e+ + : 

21 1

x

x

ydy e dx
y e

=
+ +

. 

Заметим, что ( )( )21 1 0xy e+ + ≠ . Проинтегрируем 

121 1

x

x

ydy e dx C
y e

= +
+ +∫ ∫ . 

Здесь постоянную 1C  удобнее записать в виде ln C .  

( ) ( )21 ln 1 ln 1 ln
2

xy e C+ = + + ,     ( )2ln 1 ln 1 xy C e+ = + . 

Тогда общий интеграл уравнения: ( )21 1 xy C e+ = + .     (5) 
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Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному 
условию ( )0 3y = . Подставив 3  вместо y, а 0 вместо x, в (5) 
получим: 

( ) ( )2
01 3 1C e+ = + ; 2 2C= ⋅ . Отсюда 1C = . 

Подставив 1С =  в (5), получим частный интеграл: 
21 1 xy e+ = + .    (6) 

Если равенство (6) разрешить относительно у, то получим 
частное решение дифференциального уравнения: 

( )2
1 1xy e= + − .◄ 

К уравнению с разделяющимися переменными можно 
привести и уравнение вида  

                             ( )y f ax by c′ = + + ,                                         (7) 
где a, b, c – постоянные. Для этого вводится новая функция  

z ax by c= + + . 

Поскольку ( ) ,dz d ax by c a by
dx dx

+ + ′= = +  ,z ay
b
′ −′ =  и для z  

получаем уравнение с разделяющимися переменными:  
( ).z a bf z′ = +  

Пример 5. Решить уравнение 2 1y x y′ = + + . 

► Данное уравнение приводится к уравнению с 
разделяющимися переменными, если положить         2 1x y z+ + = . 

Имеем: 2 y z′ ′+ = , 2z z′ − = . Разделим переменные: 

2dz z
dx

= + , 
2

dz dx
z

=
+

, ln 2 lnz x C+ = + . 

Отсюда 2 xz Ce+ = . Вспоминая, что 2 1z x y= + +  получаем 

2 1 2 xx y Ce+ + = − +  или   2 3 xy x Ce= − − +  – общее решение 
дифференциального уравнения. ◄ 
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1.2. Однородные уравнения и уравнения, 
приводящиеся к ним 

1.2.1.Однородные уравнения 

Определение. Функция ( ),f x y  называется однородной 
функцией k -го порядка относительно переменных ,x y , если для 
нее выполняется равенство ( ) ( ), ,kf x y f x yλ λ λ= . 

Например:  
а) функция ( ) 2 2,f x y x y= +  является однородной функцией 

2-го порядка так как  
( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2, ( ) ,f x y x y x y f x yλ λ λ λ λ λ= + = + = ; 

б) функция ( ) 2 3, 3f x y x y= +  не является однородной 
функцией так как  

( ) ( )2 2 3 3 2 2 2 2, 3 (3 ) ,f x y x y x y f x yλ λ λ λ λ λ λ= + = + ≠ ; 

в) функция ( ), xf x y
y

=  является однородной функцией 

нулевого порядка: ( ) ( ), ,x xf x y f x y
y y

λ
λ

= = = . 

Однородную функцию нулевого порядка всегда можно 
представить как функцию, аргументом которой является 

отношение y
x

, т.е. yf
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Определение. Дифференциальное уравнение вида  
( ) ( ), , 0P x y dx Q x y dy+ =  

называется однородным уравнением, если ( ),P x y  и ( ),Q x y  
однородные функции одного порядка.  
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Однородное уравнение может быть записано в виде  
yy f
x

⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.                                             (8) 

Уравнение (8) можно привести к уравнению с 

разделяющимися переменными подстановкой ( ) yt x
x

= .  

Пример 6. Найти общее решение дифференциального 
уравнения  

y
x yy e

x
−

′ = + . 

►Данное уравнение является уравнением вида yy f
x

⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Положим ( ) yt x
x

= . Отсюда y tx= , y t x t′ ′= + .  

Подставляя в уравнение, получим:  
tetxt t +=+′ − ,   отсюда tt x e−′ = . 

Получили уравнение с разделяющимися переменными 
tdt x e

dx
−= . 

Разделяя переменные, имеем: 

t

dt dx
e x− = . 

Интегрируем обе части полученного равенства: 
t dxe dt

x
=∫ ∫ , 

ln ln lnte x C Cx= + = ,  

ln lnt Cx= . 

Учитывая, что ( ) yt x
x

= , получаем ln lny x Cx= - общее 

решение дифференциального уравнения. ◄ 
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 Пример 7. Найти общее решение дифференциального 
уравнения 

2 2xy y x y′ = + − ,  
и частное решение, удовлетворяющее начальному условию  

( )1 0y = . 

►Данное уравнение является однородным: 
2 2 2

2; 1
y x y y yy y

x x x
+ −

′ ′= = + − . 

Положим ( ) yt x
x

= . Отсюда y tx= , y t x t′ ′= + .  

Подставляя в уравнение, получаем 21t x t t t′ + = + − . 

Отсюда 21t x t′ = − , 21dtx t
dx

= − - дифференциальное 

уравнение с разделяющимися переменными относительно t .  
Разделим переменные 

21
dt dx

xt
=

−
. 

Интегрируя, получим 

21
dt dx C

xt
= +

−
∫ ∫ ; 

arcsin ln lnt x C= + ;    arcsin lnt Cx= ;   sin lnt Cx= .  
Возвращаясь к переменной y , записываем общее решение 

уравнения sin lny x Cx= . 
Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному 

условию ( )1 0y = : 

0 sin ln C= , отсюда ln 0C = . Следовательно, 1C = . 
Подставив 1С =  в общее решение, получим частное решение  

sin lny x x= .◄ 
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1.2.2.Уравнения, приводящиеся к однородным 

Дифференциальное уравнение вида 

( ) 1 1 1

2 2 2

a x b y cy x f
a x b y c

⎛ ⎞+ +′ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
                               (9) 

с помощью замены  
x u α= + , y v β= +                                     (10) 

после соответствующего подбора постоянных ,α β  приводится к 
однородному уравнению относительно ,u v .  

Заменяя dx du= ,  dy dv=  и подставляя (10) в (9) имеем 

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

a u b v a b cdv f
du a u b v a b c

α β
α β

⎛ ⎞+ + + +
= ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

.                    (11) 

Потребуем чтобы 
1 1 1

2 2 2

0,
0.

a b c
a b c
α β
α β
+ + =⎧

⎨ + + =⎩
                                   (12) 

Тогда уравнение (9) становится однородным. 

Если определитель матрицы системы уравнений (12) равен 
нулю, то подстановка 1 1u a x b y= +  приводит уравнение (9) к 
уравнению с разделяющимися переменными. 

Пример 8. Решить уравнение ( ) ( )4 2x y y x y′− + = − − . 

►Применим подстановку x u α= + , y v β= + . 

Тогда y v′ ′= , а уравнение примет вид 
2 2

4 4
u v u vy

u v u v
α β α β

α β α β
− − − − − − − − +′ = =
+ − − + − + − +

. 

Потребуем чтобы 
2 0,

4 0.
α β

α β
− − + =⎧
⎨ − + =⎩
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Система имеет единственное решение 1,  3α β= − = .  
После подстановки 1x u= − , 3y v= +  получим однородное 

уравнение 1
1

u v v uy
u v v u
+ +′ = − = −
− −

. 

Положим ( ) vt x
u

= . Отсюда v tu= , v t u t′ ′= + . Подставляя в 

уравнение, получаем 1
1

t u t t
t

+
= −′

−
+  или  

21 1 2;
1 1

t t tt
t t

t u t u′ ′+ + −
= − − =

− −
.  

Разделяем переменные  
( )

2

1
1 2

t
t

dt d
t u

u−
=

+ −
. 

Интегрируя обе части равенства, найдем 
( ) ( )2

2
2 2

1 11 21
1 2

1
ln

22 1 2 2
t tt

t t
t t t

ddt
t

C= − = −
+ −−

+ −
+ − + −

+∫ ∫ , 

ln C
u
du u= +∫ ,  21ln ln 1 2 ln

2
u t t C+ + − = ,  

или ( )2 21 2u t t C+ − = . 
Возвращаемся к переменным ,x y : 

3
1

v yt
u x

−
= =

+
,  ( ) ( )

( )

2
2

2

32 61 1
1 1

yyx C
x x

⎛ ⎞−−
+ + − =⎜ ⎟

⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
, или  

( ) ( )( ) ( )2 21 1 2 6 3x x y y C+ + + − − − = . ◄ 

Пример 9. Найти общий интеграл уравнения 
2 1

4 2 5
x yy

x y
+ −′ =
+ +

. 

► Это уравнение нельзя решить подстановкой x u α= + , 
y v β= + , так как в этом случае система уравнений, служащая для 
определения α  и β , неразрешима (определитель матрицы 
системы равен нулю). 
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Это уравнение можно свести к уравнению с разделяющимися 
переменными заменой 2x y z+ = . Тогда 2y z′ ′= − , и уравнение 
приводится к виду 

12
2 5
zz
z
−′ − =
+

, или 5 9
2 5

zz
z
+′ =
+

. 

Разделяя переменные и интегрируя, получим  
2 7 ln 5 9
5 25

z z x C+ + = + . 

Так как 2z x y= + , то общий интеграл уравнения запишем в 
виде:  

( )2 72 ln 10 5 9
5 25

x y x y x C+ + + + = + ,  

или 
110 5 7 ln 10 5 9y x x y C− + + + = .◄ 

1.3. Линейные уравнения  

Определение. Дифференциальное уравнение первого 
порядка называется линейным, если оно содержит y  и y′  в первой 
степени, т.е. имеет вид: 

( ) ( )y p x y q x′ + = .                                   (13) 

Если ( ) 0q x = , то уравнение (13) записывается в виде  

( ) 0y p x y′ + =   
и называется линейным однородным. Оно является уравнением с 
разделяющимися переменными, а его общее решение имеет вид 

( )p x dx
y Ce∫= , где C - произвольная постоянная. 

Интегрирование линейного неоднородного уравнения (13) 
можно провести методом Бернулли. Изложим кратко суть метода. 

Положим y uv= , тогда y u v uv′ ′ ′= + . Подставляя выражения 
для y  и y′  в уравнение (13), получим: 
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( ) ( )u v uv p x uv q x′ ′+ + = , 
( )( ) ( )u v u v p x v q x′ ′+ + = .                             (14) 

Согласно методу Бернулли функцию ( )v x  выберем так, 

чтобы ( ) 0v p x v′ + = .  
Интегрируем уравнение с разделяющимися переменными: 

( )dv p x v
dx

= −  

и выбираем какое-либо его частное решение ( )1v v x= .  

Подставляя найденную  функцию ( )1v v x=  в уравнение (14), 
получаем уравнение с разделяющимися переменными 
относительно функции ( )u x : 

( )1u v q x′ = , ( )
1

q xdu
dx v

= , 

( )
1

q x
du dx

v
= , ( )

1

q x
u dx C

v
= +∫ ,  

т.е. находим общее решение этого уравнения ( )1 ,u u x C= . 
Учитывая, что y uv= , получаем общее решение уравнения (13):  

( ) ( )1 1 ,y v x u x C= . 

Пример 10. Найти общее решение уравнения  

( )22 1
1

yy x
x

′ + = +
+

. 

►Данное уравнение является линейным неоднородным. 
Решим это уравнение методом Бернулли. Сделаем подстановку: 
y uv= , y u v uv′ ′ ′= + .  

Имеем: 

( )22 1
1

uvu v uv x
x

′ ′+ + = +
+

, 
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( )22 1
1

vu v u v x
x

⎛ ⎞′ ′+ + = +⎜ ⎟+⎝ ⎠
.                          (15) 

Функцию ( )v x  выберем  так, чтобы 2 0
1

vv
x

′ + =
+

, отсюда  

2 0
1

dv v
dx x

+ =
+

. 

Интегрируя обе части последнего равенства, получаем: 
2

1
dv dx
v x
= −

+∫ ∫ ,    ( )ln 2ln 1v x= − + . 

Отсюда 

( )2
1
1

v
x

=
+

. 

Подставив функцию ( )v x  в уравнение (15), получим:  

( )21u v x′ = + ,   
( )

( )2
2

1 1
1

du x
dx x

⋅ = +
+

. 

Разделяя переменные и интегрируя, имеем 

( ) ( )5
4 1

1
5

x
u x dx C

+
= + = +∫ . 

Вспоминая, что ( ) ( )y u x v x= , получаем общее решение 

уравнения: ( )
( )

( )
( )

5 3

2 2

1 11
5 51 1

x x Cy C
x x

⎛ ⎞+ +
= + = +⎜ ⎟
⎜ ⎟ + +⎝ ⎠

.◄ 

Пример 11. Найти частное решение дифференциального 
уравнения ctg siny y x x′ − = , удовлетворяющее начальному 

условию 0
2

y π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

►Найдем общее решение линейного уравнения методом 
Бернулли. Применим подстановку y uv= , y u v uv′ ′ ′= + . 
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Тогда 
ctg sinu v uv uv x x′ ′+ − = ; 

( )ctg sinu v u v v x x′ ′+ − ⋅ = . 

I. Найдем функцию ( )v x : 
ctg 0v v x′ − = ; 

ctgdv v x
dx

= ; 

ctgdv xdx
v
=∫ ∫ ; 

ln ln sinv x= ; 
sinv x= ; 

II. Найдем функцию ( )u x : 
sinu v x′ = ; 

sin sindu x x
dx

= ; 

du dx=∫ ∫ ; 
u x C= + . 

Запишем общее решение дифференциального уравнения:  
( )siny x C x= + . 

Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному 

условию 0
2

y π⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Подставим в общее решение 0,  
2

y x π
= = : 

0 sin
2 2

Cπ π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Отсюда 
2

C π
= − .   

Тогда частное решение имеет вид: 

sin
2

y x xπ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.◄ 

Общее решение линейного неоднородного уравнения (13) 
можно найти исходя из общего решения соответствующего 
однородного уравнения методом Лагранжа, варьируя 

произвольную постоянную, т.е. полагая ( ) ( )p x dx
y C x e∫= , где ( )C x  

- некоторая дифференцируемая функция от x . 
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Пример 12. Найти общее решение линейного уравнения  
2cos tgy x y x′ + = . 

► Интегрируем соответствующее однородное уравнение  
2cos 0y x y′ + = . 

Разделим переменные 

2 0
cos

dy dx
y x
+ = . 

Проинтегрируем: 
 ln tg lny x C+ = ,  

tgln ln lnxy e C+ = ,       tgln lnxye C= . 

Запишем общее решение однородного уравнения: tg xy Ce−= . 
Решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
( ) tgxy C x e−= , где ( )C x  – неизвестная функция. 

Подставляя в исходное уравнение tg( ) xy C x e−=  
 и 

tg
2

1( ) ( )
cos

tgx xy C x e C x e
x

−′ ′= −  , 

 придем к уравнению 
2 2

2cos ( ) ( ) cos ( ) tg
cos

tgx
tgx tgxex C x e C x x C x e x

x

−
− −′⋅ − + = , 

т.е. 
2( ) cos tgtgxC x xe x−′ = . 

Отсюда  

2

tg( ) (tg 1)
cos

tgx
tgxe xС x dx e x C

x
= = − +∫ . 

Тогда общее решение исходного уравнения записывается в 
виде 

( ) tg(tg 1) tg 1 .tgx tgx xy e x C e x Ce− −= − + = − + ◄ 
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1.4. Уравнение Бернулли 

Определение. Уравнением Бернулли называется 
дифференциальное уравнение первого порядка вида 

( ) ( ) ny p x y q x y′ + = ,                          (16) 

где 0n ≠ , 1n ≠  (при 0n = уравнение (16) является линейным, а при  
1n =  – уравнением с разделяющимися переменными). 

Так же как и линейное уравнение, уравнение Бернулли можно 
проинтегрировать с помощью подстановки y uv=  или свести к 
линейному уравнению с помощью подстановки  

1 nz y −= ,  
( )1 nz n y y−′ ′= − ⋅ . 

Пример 13. Найти общее решение уравнения 
2tg siny y x y x′ + = .                                  (17) 

◄ Способ 1.  Разделим обе части уравнения (17) на 2y : 

2

tg siny x x
y y
′
+ = , 

2 1 tg siny y y x x− −′ + = . 
Положим 1y z− = , тогда 2y y z− ′ ′− = . 
Подставив эти значения в исходное уравнение, обе части 

которого надо предварительно умножить на ( )1− , приходим к 
линейному уравнению 

tg sinz z x x′ − = − . 
Найдем решение этого уравнения методом Бернулли. 
Пусть z uv= , тогда  

tg sinu v uv uv x x′ ′+ − = − , 
( )tg sinu v u v v x x′ ′+ − = − . 
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I. Найдем функцию ( )v x : 
tg 0v v x′ − = , 

tgdv v x
dx

=  , 

tgdv xdx
v
=∫ ∫ , 

ln ln cosv x= − ,  

1ln ln cosv x−= ,  1 .
cos

v
x

=  

II. Найдем функцию ( )u x : 
sinu v x′ = − , 

sinduv x
dx

= − , 

sinvdu xdx= − , 
sin cosdu x xdx= − ⋅ , 

sin cosdu x xdx= − ⋅∫ ∫ , 
2sin

2
xu C= − + . 

Следовательно, 
x

CxCx
x

z
cos2

2sin
2

sin
cos

1 22 +−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=   

Согласно подстановке 1 1y z
y

− = =  общим решением 

уравнения (17) будет 
Cx

xy
2sin

cos2
2 +−

= . 

Способ 2. Это уравнение Бернулли и 2n = . Положим y uv= . 
Тогда уравнение (17) запишется в виде: 

( ) 2 2tg sinu v u v v x u v x′ ′+ + ⋅ = . 

I. Найдем функцию ( )v x : 
tg 0v v x′ + = , 

tgdv v x
dx

= −  , 

tgdv xdx
v
= −∫ ∫ , 

ln ln cosv x= , cos .v x=  

II. Найдем функцию ( )u x : 
2 cos sinu u x x′ = ⋅ , 

2 cos sindu x xdx
u

= ⋅∫ ∫ , 

21 sin
2

x C
u

− = + , 

2

2
sin 2

u
x C
−

=
+

. 

Запишем общее решение:   2

2cos
sin 2

xy
x C

−
=

+
.► 
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1.5. Уравнения в полных дифференциалах. 
Интегрирующий множитель 

 Дифференциальное уравнение вида 
( ) ( ), , 0P x y dx Q x y dy+ =                              (18) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая 
часть представляет полный дифференциал некоторой функции  

( , )u x y , т.е. 

( , ) ( , ) u uP x y dx Q x y dy du dx dy
x y
∂ ∂+ ≡ ≡ +
∂ ∂

. 

Теорема. Для того, чтобы уравнение (18)  являлось 
уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, 
чтобы в некоторой области D  изменения переменных ,x y  
выполнялось условие 

x
Q

y
P

∂
∂

=
∂
∂ . 

Общий интеграл уравнения (18) имеет вид ( , )u x y C=  или 

0 0

0( , ) ( , )
yx

x y

CP x y dx Q x y dy =+∫ ∫ .                       (19)  

(нижние пределы интегралов 0 0,x y выбираются произвольно, но 
так, чтобы интегралы в левой части (19) имели смысл)  

Пример 14. Решить дифференциальное уравнение  

( )1 0yx y dx e x dy⎛ ⎞+ − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

► Способ 1. Проверим, что данное уравнение является 
уравнением в полных дифференциалах: 

( ), 1P x y x y= + − , ( ), yQ x y e x= + , 

( )( 1) 1,   1,y
y x

P Qx y e x
y x

∂ ∂ ′′= + − = = + =
∂ ∂

 так что P Q
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  
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Следовательно, данное уравнение есть уравнение в полных 
дифференциалах. 

Найдем общий интеграл по формуле (19). Взяв 0 00, 0x y= = , 
получим 

0 0

( 1)
yx

yx y dx e dy C+ − + =∫ ∫ . 

Вычислим интегралы:  
2 2

1
0 0

( 1)
2 2

xx x xx y dx xy x xy x C
⎛ ⎞

+ − = + − = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ,

20
0

1
y

yy y ye dy e e C= = − +∫  

и запишем общее решение 
2

2
yx xy x e C+ − + = , где 1 1C C= + . 

Выполним проверку: ( )
2

,
2

yxu x y xy x e C= + − + = , 

( )
2

1 0
2

yx ydu d xy x e x y dx e x dy
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + = + − + + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.◄ 

Пример 15. Решить дифференциальное уравнение  
( ) 2sin cos cos 0xy xy xy dx x xydy+ + = . 

► Способ 2. Проверим, что данное уравнение является 
уравнением в полных дифференциалах: 

( ), sin cosP x y xy xy xy= + , ( ) 2, cosQ x y x xydy= . 

( ) 2

2

sin cos cos cos sin

2 cos sin ,   

y

P xy xy xy x xy x xy x y xy
y

x xy x y xy

∂ ′= + = + − =
∂

= −

 

( )2 2cos 2 cos sin ,
x

Q x xy x xy x y xy
x

∂ ′= = −
∂

 так что P Q
x x

∂ ∂
=

∂ ∂
.  
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Следовательно, уравнение есть уравнение в полных 
дифференциалах и 

2sin cos ,  cos .u uP xy xy xy Q x xy
y x
∂ ∂

= = + = =
∂ ∂

 

Поэтому 
( ) ( ) ( ), sin cosu x y xy xy xy dx yϕ= + +∫ , 

где ( )yϕ  пока неопределенная функция. 
Интегрируя, получаем 

( ) ( ), sinu x y x xy yϕ= + . 

Частная производная u
y
∂
∂

 найденной функции ( ),u x y  должна 

равняться 2 cosx xy , что дает ( )2 2cos cosx xy y x xyϕ′+ = .  

Отсюда ( ) 0yϕ′ = , так что ( )y Cϕ = .  
Таким образом  

( ), sinu x y x xy C= + . 
Общий интеграл исходного дифференциального уравнения  

1sinx xy C= .  
Выполним проверку:  

( ), sinu x y x xy= , 

( ) ( ) 2sin sin cos cos 0du d x xy xy xy xy dx x xydy= = + + = .◄ 

В некоторых случаях, когда уравнение (18)  не является 
уравнением в полных дифференциалах, удается подобрать 
функцию ( ),x yµ , после умножения на которую левая часть (18) 
превращается в полный дифференциал  

( , ) ( , )du P x y dx Q x y dyµ µ= + . 
Такая функция ( ),x yµ  называется интегрирующим 

множителем.  
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Отметим некоторые частные случаи, когда удается 
относительно легко подобрать интегрирующий множитель.  

1. Если уравнение имеет интегрирующий множитель, 
зависящий только от x , т.е. ( )xµ µ= , то он вычисляется по 
формуле  

ln
P Q

d y x
dx Q
µ

∂ ∂
−

∂ ∂= ,  

где отношение в правой части должно являться функцией, 
зависящей  только от x . 

2. Если уравнение имеет интегрирующий множитель, 
зависящий только от y , т.е. ( )yµ µ= , то он вычисляется по 
формуле 

ln
Q P

d x y
dy P
µ

∂ ∂
−

∂ ∂= , 

где отношение в правой части должно являться функцией, 
зависящей  только от y . 

Пример 16. Найти общий интеграл уравнения  
2( ) 0ydx x y dy− + = . 

►Имеем  

( ),P x y y= , ( ) 2, ( )Q x y x y dy= − + , 1P
y

∂
=

∂
, 1Q

x
∂

= −
∂

. 

Т.к. P Q
y x

∂ ∂
≠

∂ ∂
, то уравнение не является уравнением в полных 

дифференциалах. Вычислим  

2
Q P
x y

P y

⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ = − . 
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Последнее выражение указывает, что существует 
интегрирующий множитель, зависящий только от y . 

Вычислим 

ln ln 2; ;

dQ dP
d ddx dy

dy P dy y
µ µ

−
= = −  

ln 2d dy
dy y
µ
= −∫ ∫ ; 

2ln 2 ln lny yµ −= − = . 

Тогда  2

1( )y
y

µ = . 

Умножив данное уравнение  на ( )yµ , получим уравнение в 
полных дифференциалах 

2

2 2 0y x ydx dy
y y

+
− = ,    

2

1 1 0xdx dy
y y

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 . 

Здесь  ( ) ( ) 2

1, ,   , 1xP x y Q x y
y y

⎛ ⎞
= = − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Тогда  2 2

1 1,   ,   P Q P Q
y y x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
= − = − =

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Воспользуемся формулой (19): 

1
0 1 0

1
xyx

yx xdx dy y y C
y y y

− = − = − =∫ ∫ . 

Запишем общий интеграл уравнения  
x y C
y
− = .◄ 
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Сводная таблица видов дифференциальных уравнений  
первого порядка 

Таблица 1. 
Вид уравнния Метод решения 

Уравнение с разделяющимися  
переменными: 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0f x g y dx f x g y dy+ =

Разделив на 1 2( ) ( ),g y f x⋅  и  
интегрируя обе части равенства, по-
лучим решение уравнения: 

1 2

2 1

( ) ( ) .
( ) ( )

f x g ydx dy С
f x g y

+ =∫ ∫  

Однородное уравнение: 
yy f
x

⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Замена ,    y tx y t x t′ ′= = +   
приводит к уравнению с разделяю-
щимися переменными. 

Уравнение, приводящееся к  
однородному: 

1 1 1

2 2 2

a x b y cy f
a x b y c

⎛ ⎞+ +′ = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 

1. Если 1 2 2 1 0a b a b∆ = − = , то замена 

1 1u a x b y= + приводит к уравнению с 
разделяющимися переменными.  
2. Если 1 2 2 1 0a b a b∆ = − ≠ , то замена 

,x u
y v

α
β

= +⎧
⎨ = +⎩

, где ),( βα  – решение 

системы 1 1 1

2 2 2

0
0

a x b y c
a x b y c

+ + =⎧
⎨ + + =⎩

, приво-

дит уравнение к однородному. 

Линейное уравнение: 
( ) ( )y P x y Q x′ + =  

Применяется подстановка y uv=  и 
уравнение преобразуется к виду: 

( ( ) ) ( )u v u v P x v Q x′ ′+ + = . 
За v  принимают частное решение 
уравнения ( ) 0v P x v′ + = .  
Функцию u  находят решая уравне-
ние ).(xQvu =′  
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Уравнение Бернулли: 
( ) ( ) .ny P x y Q x y′ + = ⋅  

Разделим обе части уравнения на: ny  

1

( ) ( ).n n

y P x Q x
y y −

′
+ =  

Замена 1

1 (1 ),    n n

n yz z
y y−

′−′= =   

приводит к линейному уравнению с 
неизвестной функцией z . 

Уравнение в полных  
дифференциалах: 

 
( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy+ = , 

.P Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

Решение уравнения можно вычислить 
по формуле: 

0

0 0

( , ) ( , )
yx

x y

P x y dx Q x y dy C+ =∫ ∫ , 

или по формуле 

0

0 0

( , ) ( , ) ,
yx

x y

P x y dx Q x y dy C+ =∫ ∫   

где ( )0 0,x y  – произвольная точка из 
области определения функции 
( ),P x y и ( ),Q x y . 

Интегрирующий множитель  
( ),x yµ , 

 
( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dyµ µ+ =  - 
уравнение в полных  
дифференциалах 

1. Интегрирующий множитель, 
зависящий только от y , вычисляется 
по формуле 

( )

Q P
x y dy

Py eµ

∂ ∂
−

∂ ∂∫= . 
2. Интегрирующий множитель, 
зависящий только от x , вычисляется 
по формуле  

( )

P Q
y x dx

Qx eµ

∂ ∂
−

∂ ∂∫
= . 
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 2.   ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ 
ПОРЯДКОВ  

Дифференциальным уравнением n -го порядка называется 
уравнение вида  

0),...,,,,( )( =′′′ nyyyyxF . 
Решением такого уравнения служит всякая n  раз 

дифференцируемая функция ( )y xϕ= , которая обращает данное 
уравнение в тождество. 

Задача Коши для этого уравнения состоит в том, чтобы найти 
решение уравнения, удовлетворяющее условиям 
( ) ( ) ( ) ( )1

0 0 0 1 0 1,  ,  ... ,  n
ny x y y x y y x y−
−′= = = , где 0 0 1 1, , ,  ... ,  nx y y y −  - 

заданные числа, которые называются начальными условиями. 

Функция ( )1 2, , ,..., ny x C C Cϕ=  называется общим решением 
данного дифференциального уравнения n -го порядка, если при 
соответствующем выборе произвольных постоянных 1 2, ,..., nC C C  
это функция является решением любой задачи Коши, поставленной 
для данного уравнения. 

Всякое решение, получаемое из общего решения при 
конкретных значениях постоянных 1 2, ,..., nC C C , называется 
частным решением этого уравнения. 

Функция вида ( )1 2, , , ,..., 0nx y C C CΦ = , которая определяет 
неявно общее решение дифференциального уравнения, называется 
общим интегралом уравнения. Давая постоянным 1 2, ,..., nC C C  
конкретные допустимые числовые значения, получим частный 
интеграл  дифференциального уравнения.  

График частного решения или частного интеграла называется 
интегральной кривой данного дифференциального уравнения. 
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2.1. Дифференциальные уравнения, допускающие 
понижение порядка 

Укажем некоторые виды дифференциальных уравнений, до-
пускающих понижение порядка. 

1. Уравнения вида ( ) ( )ny f x= . После n - кратного интегриро-
вания получается общее решение.  

Пример 17. Найти общее решение уравнения 
21 cosy x x′′ = + + . 

►Интегрируем это уравнение последовательно два раза:  

( )
3

2
11 cos sin

3
xy x x dx x x C′ = + + = + + +∫ , 

 
3 2 4

1 1 2( sin ) cos
3 2 12
x x xy x x C dx x C x C= + + + = + − + +∫ . 

Общим решением является функция 
2 4

1 2cos
2 12
x xy x C x C= + − + + .◄ 

2. Уравнения вида  ( ) ( ) ( )1( , , ,..., ) 0k k nF x y y y+ = , не содержащие 
искомой функции.   

Порядок такого уравнения можно понизить, взяв за новую 
неизвестную функцию производную наименьшего порядка данного 
уравнения, т.е. полагая ( )ky z= .  

Пример 18. Найти общее решение уравнения 
12 2 −′=′′⋅′ yyyx . 

►Данное уравнение не содержит искомой функции y , 

поэтому полагаем zy =′ , тогда 
dx
dzzy =′=′′ . После этого уравнение 

примет вид 12 2 −= z
dx
dzxz . 
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Разделяя переменные и интегрируя, находим z : 

2

2
1

zdz dx C
z x

= +
−∫ ∫ , 

xCCxz 11
2 lnlnln)1ln( =+=− , 

11
2 += xCz ; 1 1z C x= ± + . 

Заменим z  на y′ : 

1 1y C x′ = ± + . 
Интегрируя, найдем общее решение уравнения 

( ) ( ) ( )
3

1 2
12

1 1 1 2
1 1

2 111 1 1
3

C x
y C x dx C x d C x C

C C
± +

= ± + = ± + + = +∫ ∫ .◄ 

Пример 19. Найти общее решение уравнения 

( )21y y′′′ ′′= − . 
►Данное уравнение не содержит искомой функции y  и ее 

производной, поэтому полагаем y z′′ = . Тогда y z′′′ ′= . После этого 
получаем уравнение первого порядка с разделяющимися 

переменными 21dz z
dx

= − . 

Разделим переменные и проинтегрируем: 

21
dz dx

z
=

−
, arcsin z x C= + , ( )sinz x C= + . 

Заменим z  на y′′ : 
( )siny x C′′ = + . 

Проинтегрируем обе части полученного равенства последо-
вательно дважды:  

( )sin cos( )y x C dx x C′ = + = − +∫ , 

( )1 1 2( cos( ) ) siny x C C dx x C C x C= − + + =− + + +∫ .  

Получаем общее решение уравнения: ( ) 1 2siny x C C x C= − + + + .◄ 
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3. Уравнения вида  ( )( , , ,..., ) 0nF y y y y′ ′′ = , не содержащие 
независимой переменной x .   

Можно понизить порядок уравнения на единицу, если 
положить y z′ = , а за новый аргумент принять y . В этом случае 
производные вычисляются по правилу дифференцирования 
сложной функции: 

( ) ( )d y dz y dz dy dzy z
dx dx dy dx dy
′

′′ = = = ⋅ = , 

22

2

d dz d dz dy d z dzy z z z z
dx dy dy dy dx dy dy

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 и т.д. 

Пример 20. Найти общее решение уравнения 
12 2 +′=′′ yyy . 

►Уравнение не содержит переменную x . Полагая ( )y z y′ = , 
dzy z
dy

′′ = , получаем уравнение первого порядка: 

22 1dzyz z
dy

= + . 

Разделяя переменные и интегрируя, получим 

2

2
1

zdz dy
z y

=
+∫ ∫ , 2

1ln( 1) ln lnz y C+ = + , 2
11z C y+ = . 

Отсюда 1 1z C y= ± − . Следовательно 11 −±=′ yCy .  
Интегрируя, получим общий интеграл уравнения:  

1 1
dy dx

C y
± =

−∫ ∫ ,  )()1(4 2
2

11 CxCyC +=− . 

Выразив y , получим общее решение  
2

1 2
3 4

1

( ) 4
4

C x Cy C x C
C
+ +

= = + . ◄ 
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2.2. Линейные однородные дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами 

Линейным однородным дифференциальным уравнением n -го 
порядка называется уравнение вида: 

( ) ( )1
0 1 ... 0n n

na y a y a y−+ + + = ,                        (20)  
где коэффициенты 0 1, ,..., na a a - некоторые действительные числа. 

Для нахождения частных решений уравнения (20) составляют 
характеристическое уравнение 

1
0 1 ... 0n n

na a aλ λ −+ + + = , 
которое получается из уравнения (20) заменой в нем производных 
искомой функции соответствующими степенями λ , причем сама 
функция заменяется единицей.  

Характеристическое уравнение является уравнением n  
степени и имеет n  корней (среди них могут быть равные).  

В зависимости от корней характеристического уравнения  
строится общее решение уравнения (20). 

Таблица слагаемых в общем решении линейных однородных 
дифференциальных уравнений 

Таблица 2. 
Корень  Слагаемое  

простой действительный 
корень λ  

xCeλ  

действительный корень λ  
кратности m  ( )1

1 2 ... m x
mC C x C x eλ−+ + +  

пара комплексных сопря-
женных  простых корней 

1 iλ α β= + , 2 iλ α β= −  
( )1 2cos sinxe C x C xα β β+  

пара комплексных сопря-
женных корней 1 iλ α β= + , 

2 iλ α β= −  кратности m  

( )(
( ) )

1
1 2

1
1 2

.. cos

.. sin

x m
m

m
m

e C C x C x x

C C x C x x

α β

β

−

−

+ + + +

+ + + +
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Пример 21. Найти общее решение однородного уравнения 
5 6 0y y y′′ ′− + = . 

◄ Составляем характеристическое уравнение: 
2 5 6 0λ λ− + = . 

Находим его корни: 1 3;λ = 2 2λ = . Так как они 
действительные и различные, то общее решение записывается в 
виде xx eCeCy 2

2
3

1 += .► 

Пример 22. Найти общее решение уравнения 
2 3 0y y y′′′ ′′ ′− − = . 

◄Составляем характеристическое уравнение: 
3 22 3 0λ λ λ− − = . 

Находим его корни: 1 0λ = , 2 1λ = − , 3 3λ = . Так как все корни 
характеристического уравнения действительные и различные, то 
общее решение имеет вид 3

1 2 3
x xy C C e C e−= + + . ► 

Пример 23. Найти общее решение уравнения 
2 0y y y′′′ ′′ ′− + = . 

◄Составляем характеристическое уравнение: 
3 22 0λ λ λ− + = . 

Находим его корни: 1 1λ = , 2 1λ = , 3 0λ = . Все корни 
характеристического уравнения действительные, причем один из 
них ( )1λ =  двукратный, поэтому общее решение имеет вид 

( )1 2 3
xy C C x e C= + + . ► 

Пример 24. Найти общее решение уравнения 
4 13 0y y y′′ ′− + = . 

◄Характеристическое уравнение  2 4 13 0λ λ− + =  имеет 
комплексные  корни 1,2 2 3iλ = ± . Поэтому общее решение имеет 

вид ( )2
1 2cos3 sin 3xy e C x C x= + . ► 
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Пример 25. Найти общее решение уравнения 
2 5 0IVy y y′′′ ′′+ + = . 

◄Характеристическое уравнение 4 3 22 5 0λ λ λ+ + =  или 
( )2 2 2 5 0λ λ λ+ + =  имеет комплексные  корни 1,2 1 2iλ = − ±  и   

двукратный вещественный 3,4 0λ = .  Поэтому общее решение имеет 

вид ( )1 2 3 4cos 2 sin 2xy e C x C x C C x−= + + + . ► 

Пример 26. Найти общее решение дифференциального 
уравнения 2 3 0y y y′′ ′− + =  и частное решение, удовлетворяющее 
начальным условиям ( ) ( )0 3, 0 1y y′= = . 

◄ Характеристическое уравнение 22 3 1 0λ λ− + = имеет 

простые вещественные корни 1 1λ = , 2
1
2

λ = , поэтому общее 

решение записывается в виде: 2
21

x
x eCeCy += . 

Найдем частное решение,  удовлетворяющее начальным 
условиям, и определим соответствующие 1C  и 2C .  

С учетом первого условия находим: 
0

0 2
1 23 C e C e= + , 

т.е. 1 2 3C C+ = . Заметив, что 2
1 2

1
2

x
xy C e C e′ = + , из второго условия 

получаем 
0

0 2
1 2

11
2

C e C e= + , т.е. 1 2
1 1
2

C C+ = . 

Решая систему уравнений  

        
1 2

1 2

3,
1 1,
2

C C

C C

+ =⎧
⎪
⎨

+ =⎪⎩

  

получим 1 1C = − , 2 4C = . Таким образом, искомое частное решение 
есть 4x xy e e= − + . ► 
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2.3. Линейные неоднородные дифференциальные 
уравнения с постоянными коэффициентами  

1. Метод подбора частного решения (метод 
неопределенных коэффициентов).  

Пусть дано дифференциальное уравнение  
( ) ( ) ( )1

0 1 ...n n
na y a y a y f x−+ + + =                     (21) 

с постоянными вещественными коэффициентами  0 1, ,..., na a a .  
Теорема. Общее решение неоднородного уравнения равно 

сумме общего решения соответствующего однородного уравнения 
и какого-либо частного решения неоднородного уравнения. 

Для правых частей специального вида частное решение 
находится методом подбора.  

Общий вид правой части ( )f x  уравнения (21), при котором 
возможно применить этот метод, следующий: 

( ) ( ) ( )( )cos sinx
n mf x e P x x Q x xα β β= + ,  

где ( )nP x  и ( )mQ x  есть многочлены степени n  и m  
соответственно. 

В этом случае частное решение уравнения (21) ищется в виде 

( ) ( ) ( )( )cos sinr x
k kf x x e P x x Q x xα β β= ⋅ + , 

где ( )max ,k n m= , ( )kP x  и ( )kQ x  - многочлены от x  k -й степени 
общего вида с неопределенными коэффициентами, а r   - кратность 
корня iλ α β= ±  характеристического уравнения (если iα β±  не 
является корнем характеристического уравнения, то 0r = ). 

Например, ( )0P x A= - многочлен нулевой степени, 

( )1P x Ax B= +  - многочлен первой степени, ( ) 2
2P x Ax Bx C= + + - 

многочлен второй степени и т.д. 
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Сводная таблица видов частных решений для различных 
видов правых частей 

Таблица 3. 

№ Правая часть диф. 
уравнения 

Корни характеристи-
ческого уравнения 

Вид частного 
решения 

1. Число 0 не является 
корнем характеристи-
ческого уравнения 

( )nP x  
I 

( )nP x  
2. Число 0 - корень ха-
рактеристического 
уравнения кратности r

( )r
nx P x⋅  

1. Число α  не являет-
ся корнем характери-
стического уравнения 

( ) x
nP x eα  

II ( ) x
nP x eα  

2. Число α  - корень 
характеристического 
уравнения кратности r

( )r x
nx P x eα⋅  

1. Числа iβ±  не явля-
ются корнями характе-
ристического уравне-
ния 

( )
( )

cos

sin
k

k

P x x

Q x x

β

β

+

+
 

III ( )
( )

cos

sin
n

m

P x x

Q x x

β

β

+

+
 

2. Числа iβ±  являют-
ся корнями характери-
стического уравнения  
кратности r  

( )(
( ) )

cos

sin

r
k

k

x P x x

Q x x

β

β

⋅ +

+
 

1. Числа iα β±  не 
являются корнями ха-
рактеристического 
уравнения 

( )

( )

cos

sin

k

x
k

P x x

Q x x eα
β

β

⎡ +⎣
⎤+ ⎦

 
IV 

( )
( )

cos

sin

x
n

m

e P x x

Q x x

α β

β

+⎡⎣
+ ⎤⎦ 2. Числа iβ±  являют-

ся корнями характери-
стического уравнения 
кратности r  

( )

( )

cos

sin

r
k

x
k

x P x x

Q x x eα
β

β

⎡ +⎣
⎤+ ⎦
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Пример 27. Найти общее решение уравнения  
212 6y y x x′′′ ′′− = + . 

► Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение 
второго порядка с постоянными коэффициентами. Общее решение 
этого уравнения можно записать в виде суммы 
( ) % ( ) ( )*y x y x y x= + , где % ( )y x - общее решение соответствующего 

однородного уравнения, ( )*y x  - частное решение неоднородного 
уравнения.  

Для однородного дифференциального уравнения 0y y′′′ ′′− =  
запишем характеристическое уравнение 3 2 0λ λ− =  и вычислим его 
корни: 1 2 30,  0,  1λ λ λ= = = .  

Запишем общее решение однородного уравнения: 
% ( ) 1 2 3

xy x C C x C e= + + . 

Правая часть исходного уравнения имеет вид ( ) ( )nf x P x= . В 

этом случае частное решение ( )*y x  следует искать в виде 

( ) ( )* r
ny x x P x= ⋅ (табл.2, случай I), где r - число нулевых корней 

характеристического уравнения. Так как ноль является двукратным 
корнем характеристического уравнения, то 2r =  и частное 
решение ( )*y x  надо искать в виде:  

( ) ( )* 2 2 4 3 2y x x Ax Bx C Ax Bx Cx= + + = + + . 
Вычислим   

( )* 3 24 3 2y Ax Bx Cx′ = + + , 

( )* 212 6 2y Ax Bx C′′ = + + , ( )* 24 6y Ax B′′′ = + . 

Подставляя выражения * * * *, , ,y y y y′ ′′ ′′′  в исходное уравнение 
имеем:  

( ) ( )2 212 24 6 6 2 12 6Ax A B x B C x x− + − + − = + . 
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Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x : 
при 2x : 12 12,A− =  
при 1x : 24A  6B=6,−  
при 0x : 6 2 0B C− = . 
Решая полученную систему уравнений 

12 12,   
24A  6B=6,       

6 2 0,

A

B C

− =⎧
⎪ −⎨
⎪ − =⎩

 

находим 1,  5,  15A B C= = − = − . 
Подставляя найденные значения ,  ,  A B C  в выражение для 

( )*y x , получим частное решение исходного дифференциального 
уравнения  

( )* 4 3 25 15y x x x x= − − − . 
Тогда общее решение будет иметь вид: 

( ) 4 3 2
1 2 3 5 15xy x C C x C e x x x= + + − − − .◄ 

Пример 28. Найти общее решение уравнения  
( ) 32 3 2 xy y y x e′′ ′− − = + . 

► Характеристическое уравнение 2 2 3 0λ λ− − =  имеет корни 
1 21,  3λ λ= − = . Значит общее решение однородного уравнения:  

% ( ) 3
1 2

x xy x C e C e−= + . 

Правая часть исходного уравнения ( ) ( ) x
nf x P x eα= . В этом 

случае частное решение ( )*y x  следует искать в виде 

( ) ( )* r x
ny x x P x eα= ⋅ (табл.2, случай II), где r  - число корней 

характеристического уравнения, совпадающих с коэффициентом 
α  в показателе степени показательной функции. Так как 3α =  и 

3λ =  является корнем характеристического уравнения, то 1r =  и 
частное решение ( )*y x  можно записать в виде 
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( ) ( ) ( )* 3 2 3x xy x x Ax B e Ax Bx e= + = + . 
Вычислим  

( ) ( ) ( )* 3 2 32 3x xy Ax B e Ax Bx e′ = + + + , 

( ) ( ) ( )* 3 3 2 32 6 2 9x x xy Ae Ax B e Ax Bx e′′ = + + + + . 

Подставляя выражения * * *, ,y y y′ ′′  в исходное уравнение и 
сокращая на множитель 3 0xe ≠ , получим тождество: 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 22 6 2 9 2 2 3A Ax B Ax Bx Ax B Ax Bx+ + + + − + + + −  

( )23 2Ax Bx x− + = + . 
После привидения подобных членов получим 

8 2 4 2Ax A B x+ + = + . 
Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x : 

при 1x : 8 1,A =  
при 0x : 2 4 2A B+ = . 

Решая полученную систему уравнений 
8 1,          
2 4 2,
A
A B
=⎧

⎨ + =⎩
 

находим 1 7,
8 16

A B= = . 

Подставляя найденные значения A и B  в выражение для 
( )*y x , найдем частное решение исходного дифференциального 

уравнения  

( )* 2 31 7
8 16

xy x x x e⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Тогда общее решение будет иметь вид:  

( ) 3 2 3
1 2

1 7
8 16

x x xy x C e C e x x e− ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.◄ 
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Пример 29. Решить дифференциальное уравнение  
4 sin 2cosy y x x′′ + = + . 

 ► Найдем общее решение соответствующего однородного 
уравнения 4 0y y′′ + = . Характеристическое уравнение 2 4 0k + =  
имеет корни 1,2 2k i= ± . Следовательно, % 1 2cos 2 sin 2y C x C x= + . 

Правая часть дифференциального уравнения имеет вид 
( ) ( ) ( )cos sinn mf x P x x Q x xβ β= + . В этом случае частное решение 

( )*y x  следует искать в виде (табл.2, случай III) 

( ) ( ) ( )( )* cos sinr
k ky x x P x x Q x xβ β= + , 

где r  - число корней характеристического уравнения, совпадаю-
щих с iβ .  Так как 1β =  и i  не является корнем характеристиче-
ского уравнения, то 0r = . Следовательно, решение неоднородного 
уравнения ищем в виде  

* cos siny A x B x= + . 
Вычислим  

( )* sin cosy A x B x′ = + , ( )* cos siny A x B x′ = − − .   

Подставляя выражения * * *, ,y y y′ ′′  в исходное уравнение, 
имеем: cos sin 4 cos 4 sin sin 2cosA x B x A x B x x x− − + + = + . 

Приравняем коэффициенты 
при sin x : 4 1B B− + = − , 
при cos x : 4 2A A− + = . 

 Отсюда 2
3

A = ,  1
3

B = − . 

 Итак, частное решение неоднородного уравнения имеет вид 
* 2 1cos sin

3 3
y x x= −  . 

 Тогда общее решение неоднородного уравнения  

1 2
1cos 2 sin 2 (2cos sin )
3

y C x C x x x= + + − .◄ 
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 2. Принцип суперпозиции (наложения решений) 

Теорема. Если функция ( )1y x  является решением уравнения 
( ) ( ) ( )1

0 1 1...n n
na y a y a y f x−+ + + = , 

а функция ( )2y x  есть решение уравнения  
( ) ( ) ( )1

0 1 2...n n
na y a y a y f x−+ + + = , 

то функция ( ) ( )1 2y y x y x= + является решением уравнения 
( ) ( ) ( ) ( )1

0 1 1 2...n n
na y a y a y f x f x−+ + + = + . 

Пример 30. Решить уравнение  
2 4 3 xy y y x e′′′ ′′ ′+ − = + . 

► Запишем характеристическое уравнение 3 2 2 0λ λ λ+ − =  
и вычислим его корни: 1 2 30,  1,  2λ λ λ= = = − . Тогда общее решение 
однородного уравнения: 

2
1 2 3

x xy C C e C e−= + + . 
Частное решение ищем, пользуясь принцыпом суперпозиции, 

в виде:  
( ) ( )* xy x x Ax B Cxe= + + . 

Вычислим ( )* 2 x xy Ax B Ce Cxe′ = + + + ,  

( )* 2 2 x xy A Ce Cxe′′ = + + , ( )* 3 x xy Ce Cxe′′′ = + . 

Подставляя выражения * * * *, , ,y y y y′ ′′ ′′′  в исходное уравнение 
получим:  ( )4 2 3 3 4 3x xAx A B x Ce x e− + − + = + . 

Отсюда 4 4,  2A 3 0,  3 3A B C− = − = = , т.е. 21,  ,  1
3

A B C= − = − = . 

Следовательно, общее решение исходного уравнения  
2

1 2 3
2
3

x x xy C C e C e x x xe− ⎛ ⎞= + + − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. ◄ 
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3. Метод вариации произвольных постоянных. 
Этот метод применяется для отыскания частного решения 

линейного неоднородного уравнения n -го порядка как с 
переменными, так и с постоянными коэффициентами, если 
известно общее решение соответствующего однородного 
уравнения.  

Метод вариации заключается в следующем. Пусть известно 
общее решение соответствующего однородного уравнения  

% ( ) 1 1 2 2 ... n ny x C y C y C y= + + + . 
Тогда общее решение неоднородного уравнения следует искать в 
виде 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... n ny x C x y C x y C x y= + + + , 
где функции ( ) ( ) ( )1 2, ,..., nC x C x C x  определяются из системы 
уравнений 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

... 0,                 

... 0,                 

... 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .,              

n n

n n

n n

C x y C x y C x y
C x y C x y C x y

C x y C x y C x y

C

′ ′ ′+ + + =
′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + =

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′+ + + =

′( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 2 2 ... .n n n

n nx y C x y C x y f x− − −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ ′ ′+ + + =⎩

 

Для уравнения второго порядка   

1 2( ) ( ) ( )y a x y a x y f x′′ ′+ + =                                (22) 
соответствующая система имеет вид   

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) 0,

( ) ( ) ( ).

C x y C x y

C x y C x y f x

⎧ ′ ′+ =⎪
⎨

′ ′′ ′+ =⎪⎩
 

Решение этой системы вычисляется по формулам: 
2

1 1
1 2

( )( )
( , )

y f x dxC x A
w y y

= − +∫ ,   
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1
2 2

1 2

( )( )
( , )

y f x dxC x A
w y y

= +∫ , 

где 
1 2

1 2
1 2

( , )
y y

w y y
y y

=
′ ′

, 1 2,A A  - постоянные интегрирования. 

 Тогда общее решение уравнения (22) определяется по формуле 

2 1
1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( )( )
( , ) ( , )

y f x dx y f x dxy x y A y A
w y y w y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ . 

Пример 31. Найти общее решение  дифференциального 
уравнения  

1"
cos

y y
x

+ =  

и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям  
( ) ( )0 0, 0 1y y′= = . 

►Запишем соответствующее однородное уравнение  
" 0y y+ = . 

Его характеристическое уравнение 2 1 0λ + =  имеет мнимые 
корни 1 2,i iλ λ= − = , и  общее решение однородного уравнения 
имеет вид       

% ( ) 1 2cos siny x C x C x= + . 
Общее решение исходного уравнения будем искать в виде 

( ) ( ) ( )1 2cos siny x C x x C x x= + ,                        (23) 

где ( )1C x  и ( )2C x  - неизвестные функции от x . Для их 
нахождения составим систему 

1 1 2

1 2

cos ( ) sin ( ) 0,
1sin ( ) cos ( ) .

cos

x C x x C x

x C x x C x
x

⎧ ′ ′⋅ + ⋅ =⎪
⎨

′ ′− ⋅ + ⋅ =⎪
⎩

 

Вычислим решение системы уравнений методом Крамера: 



 

46 

2 2cos sin
cos sin 1

sin cos
x x

x x
x x

∆ = = + =
−

, 

1

0 sin
sin tg1 coscos

cos

x
x x
xx

x
∆ = = − = − , 

2

cos 0
11sin

cos

x

x
x

∆ = =
−

. 

( ) 1
1 tgC x x∆′ = = −

∆
,   

( ) 2
2 1C x ∆′ = =

∆
. 

Интегрированием, находим  
( )1 1ln cosC x x A= + , ( )2 2C x x A= + . 

Подставляя выражения ( ) ( )1 2,C x C x  в (23), получаем общее 
решение уравнения:  

( ) ( ) ( )1 2cos sln c ios ny x xA x xx A= + + + . 
Определим постоянные 1 2,A A  из начальных условий.  
Имеем: 

( ) ( ) ( )( )1 2cos sinln cosy x xx A x xA+′ = + + ′ =  

( ) ( )1 2ln cosin cossx A xx x A+ += − + . 

( ) ( ) ( )1 2 10 cos 0ln sin 0cos 0 0 0A Ay A+= + =+ = , 
( ) ( ) ( )1 2 2ln cos 00 sin 0 os 0 1c0A Ay A′ = − =+ + + = . 

Итак, решение исходного уравнения, удовлетворяющее 
начальным условиям, имеет вид 

( ) ( )ln cocos sins 1x xxy x x + += .◄ 
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2.4. Система дифференциальных уравнений 

Система дифференциальных уравнений вида  

( )

( )

( )

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

, , ,..., ,

, , ,..., ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

, , ,..., ,

n

n

n
n n

dx f t x x x
dt

dx f t x x x
dt

dx f t x x x
dt

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

 

где 1 2, ,..., nx x x - неизвестные функции независимой переменной t , 
называется нормальной системой. 

Если правые части нормальной системы дифференциальных 
уравнений являются линейными функциями относительно 

1 2, ,..., nx x x , то система дифференциальных уравнений называется 
линейной. 

Иногда нормальную систему дифференциальных уравнений 
удается свести к одному уравнению n -го порядка, содержащему 
одну неизвестную функцию. Свести нормальную систему к одному 
уравнению можно дифференцированием одного из уравнений 
системы и исключением всех неизвестных, кроме одного.  

Пример 32. Решить задачу Коши для системы 
дифференциальных уравнений  

3 8 ,

3 ,

dx x y
dt
dy x y
dt

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ = − −
⎪⎩

                                             (24) 

( ) ( )0 6, 0 2.x y= −                                                                                                 ((2255)) 

►Из второго уравнения системы (24) находим  
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3 dyx y
dt

= − − ,                                          (26) 

откуда   
2

23dx dy d y
dt dt dt

= − − .                                   (27) 

Подставляя (26) и (27) в первое уравнение системы (24), 
получаем линейное дифференциальное уравнение второго порядка 
с постоянными коэффициентами 

2

2 0d y y
dt

− = , 

общее решение которого 
1 2

t ty C e C e−= + . 
Подставляя это выражение в (26), найдем  

1 24 2t tx C e C e−= − − . 

Следовательно, общее решение системы (24):  
1 24 2t tx C e C e−= − − , 

1 2
t ty C e C e−= + . 

При начальных условиях (25) получим систему уравнений 
для определения 1 2,C C : 

1 2

1 2

6 4 2 ,
2 ,

C C
C C

= − −⎧
⎨ − = +⎩

  

решая которую, найдем 1 21,   1C C= − = − .  
Подставляя эти значения 1 2и  C C  в общее решение, получаем 

решение задачи Коши: 
4 2t tx e e−= + ,  

t ty e e−= − − . ◄ 
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3.  ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ 
УРАВНЕНИЯМ 

При решении задач на составление  дифференциальных 
уравнений используются  различные законы физики, химии и др. 
Записываются начальные условия, затем полученную задачу Коши 
решают одним из изложенных ранее методов. 

Задача 1. (из геометрии). 

Пусть кривая на плоскости задана уравнением )(xfy = . 
Какова должна быть функция f , чтобы отрезок касательной, 
заключенный между осями координат, делился точкой касания в 
заданном отношении ba : ? 

Решение. Так как значение производной в каждой точке 
совпадает с тангенсом угла наклона касательной  к оси x , то 
условие задачи можно записать в виде 

0=+
′

⋅
x
a

f
fb . 

Пример 33.  Найти кривую, проходящую через точку )1;2( , 
зная, что отрезок любой касательной к ней, заключенный между 
осями координат, делится в точке касания пополам. 

      ► Пусть ),( yxM - произвольная 
точка кривой, заданной уравнением 

)(xfy =  (рис. 1). Воспользуемся 
геометрическим смыслом первой 
производной: αtg  есть угловой 
коэффициент касательной, то есть 

αtgy =′ . Из рисунка видно, что 
BCМСMBCtg =∠ )( . Так как 

ααπ tgtgMBCtg −=−=∠ )()( ; yMC = ; 
MBAM =  (по условию задачи), то 

A

B

M

0

y=f(x) 

y 

x

y 

x C

α

рис. 1. 
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xCBOC == . Следовательно, x
ytg =− α  или x

yy −=′ . Общим 

решением полученного уравнения является функция x
Cy = . 

Найдем решение уравнения, удовлетворяющее начальному 
условию 1)2( =y : 21 C=  ⇒ 2=C . 

Таким образом уравнение искомой кривой записывается в 
виде xy 2=  (гипербола). ◄ 

Задача 2. (поле скоростей). 

Пусть тело движется на плоскости и в каждой точке известна 
его скорость jyxbiyxaV

rrr
⋅+⋅= ),(),( . Требуется найти траекторию 

движения тела. 

Решение. Пусть искомая траектория задается 
параметрическими уравнениями )(txx = , )(tyy = , где t  - время. 
Так как скорость движения по кривой – это производные 
координат по t , то для определения траектории тела надо решить 
систему дифференциальных уравнений: 

⎩
⎨
⎧

=′
=′

).,(
);,(

yxby
yxaх

 

Пример 34.  Тело движется по плоскости со скоростью 

j
y

i
x

V
rrr 11

+= . Найти траекторию движения тела. 

► По условию задачи xyxa 1),( = ; yyxb 1),( −= . Найдем 

решение системы уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=

.1

;1

ydt
dy

xdt
dx
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Имеем 

⎩
⎨
⎧

−=
=

.
;
dtydy

dtxdx
 

Отсюда 0=+ ydyxdx . Интегрируя обе части, получим 

Cyx
=+

22

22

 или Cyx 222 =+ . 

Следовательно, траекторией движения тела является 
окружность.  ◄ 

Задача 3. («закон охлаждения тел»). 

Закон изменения температуры тела в зависимости от времени 

описывается уравнением )( 0tTk
dt
dT

−= , где )(tT  - температура 

тела в момент времени t , k  - коэффициент пропорциональности, 
0t  - температура воздуха (среды охлаждения). 

Пример 35.  В комнате, где температура 200 С0 , тело остыло 
за 20 минут от 100 С0  до 60 С0 . Найти закон охлаждения тела. 
Повышением температуры в комнате пренебречь. 

► В силу закона Ньютона (скорость охлаждения 
пропорциональна разности температур тела и охлаждающей 

среды) можно записать: )20( −= Tk
dt
dT . 

Отсюда kdt
T

dT
=

− 20
. Интегрируя обе части, получим 

CktT ln20ln +=− . 
В начальный момент времени 0=t  температура тела 

100=T 0C , отсюда 
Ct ln0)20100ln( +⋅=− ; 80=C . 
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Если 20=t , то 60=T 0C . Значит 80ln2040ln +⋅= k . Отсюда 

2ln
20
1

−=k . 

Тогда закон охлаждения тела имеет вид 

80ln2ln
20

)20ln( +−=−
tT  или 

20

2
18020

t

T ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= . ◄ 

Задача 4. (Закон Гука). 

Закон Гука гласит, что сила реакции пружины (сила 
упругости) пропорциональна длине ее растяжения. 

Пусть вся масса пружины сосредоточена на одном из ее 
концов и равна m . Если пружину закрепить другим концом к 
началу координат и растягивать вдоль оси x  направо, то из 
второго закона Ньютона следует, что 

kx
dt

xdm −=⋅ 2

2

, 0>k . 

Решение этого уравнения имеет вид 

t
m
kCt

m
kCx sincos 21 +=  

где 1C , 2C  - произвольные постоянные. 

Задача 5. 
Если тело брошено в воздух и сопротивлением воздуха 

можно пренебречь, то уравнениями движения является 

02

2

=
dt

xd ; g
dt

yd
−=2

2

, 

где g  - ускорение свободного падения. 

Решения этих уравнений содержат произвольные 
постоянные, которые можно найти, если известны координаты 
точки, из которой производилось бросание, и начальная скорость. 
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4. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
4.1. Для студентов дневного и вечернего отделений 

Задача 1. Проверить, является ли заданная функция 
y  решением дифференциального уравнения (1).  

1.1.  ( )2 22( 1) ,  2 2 1x xy x e y xy xe′= + − =  

1.2.  ( ), 2 ' 1 1у x yy= =  

1.3.  ( )( ) ( ) ( ) ( )21 1 ,   1 ' 1 1 .x xу x e x y y e x= + − + − = +  

1.4.  ( )25 3, ' 2 1x x xу e e y y e−= + + =  

1.5.  ( ) ( )2 22 1 , ' 2 2 1x xу x e y xy xe= + − =  

1.6.  ( ) ( )tg 2 , 'sin ln 0 1xу e y x y y= − =  

1.7.  ( )2 2 2,   2 1y x x xyy x y′= − = +  

1.8.  ( ) ( )21 3 1 , ' 3 1у x y y= − + =  

1.9.  ( )2 ,  ( 1) 1 1yy x e x y y′= + − + =  

1.10.  ( ) ( )2 2 2, ' 1 1xу xe xy x y−= = −  

1.11.  ( )2cos 3 ,  ' sin 1у x x x xy y x x= − + = +  

1.12.  ( ) ( )23 , ' 3 1 ' 1
1 3

xу y xy x y
x

+
= − = +

+
 

1.13.  ( )sin ,  sin cos 0 1y x y x y x′= − =  

1.14.  ( ) ( ) ( )2 2, 1 2 1 1у x x x y y x x′= − + = −  
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1.15.  ( )3 2 22 3 3 , ' 1 2 1у x x y y x= + − = −  

1.16.  ( )271 ,  ' 1 ' 1
1

xу y xy x y
x

= + − = +
+

 

1.17.  ( ) ( )2tg ln 3 , 1 1у x y dx x dy= + =  

1.18.  ( )4 2 2 4, ' 1у x x xуy у x= − − − =  

1.19.  ( )2 22 1, 1 ' 0 1у x y xyy−= − − + + =  

1.20.  ( )(4 ln ),   1y x x xy y x′= − = −  

1.21.  ( )1cos , ' tg 0 1у x y x y−= − ⋅ =  

1.22.  ( )1, ' tg 1
cos cos

xу y y x
x x

= − =  

1.23.  ( )2 2

2 , ' 2 1x x x x xу e e y y xe+ += + − =  

1.24.  ( ) ( )2 22 1 , 1 ' 2 1у x x y xy x= + − − + =  

1.25.  ( ) ( ) ( )2 2, 1 ' 2 1 1
1

xу x x x y y x x
x

= + − + = −
−

 

1.26.  ( ) ( )ln 1 , ' 1x x yу e y e −= + =  

1.27.  ( ) ( )2tg ln 3 , 1 1у x y dx x dy= + =  

1.28.  ( ) ( )2 2 22 , 2 0 1у x x x y dx xy dy= − + − =  

1.29.  ( )2 31 , ' 2 1у x x yy x x= − = −  

1.30.  ( ) ( ) ( )1 ln , 0 1у x x x y dx x dy= − − + =  
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Задача 2. Найти общий интеграл дифференциальных 
уравнений. 

2.1.   а) 4 21 ( 4) 0y yy e x x e′ − + + = ; 

б) yyyxex x
y

)(2 −′= ; 
в) 2)23( −+=′−− yxyyx ; 
г) xexyyx 3=−′ ; 
д) 124 +=+′ xeyyyx ; 

е) ( ) ( )2 3 3 23 3 0x y y dx x y x dy− + − = . 

2.2.   а) ( ) 229 0yy x dy xe dx+ + = ; 

б) 
x
yyyx lnsin 2=′ ; 

в) ( )8 7 6 7x y y x y′− − = + − ; 

г) ( )2 21 2 1x x y x y′− = + ; 

д) 0)21(2 2223 =++−′ xyyxyx ; 
е) 0)sincos2()sincos2( 22 =−+− dyyxxydxxyxx . 

2.3.   а) 2ctg ctg 0y x y′ − = ; 
б) yxyyxy ′=′+ 222 ; 
в) ( ) ( )2 2 1x y y y′+ − = − ; 

г) ( ) ( )2 21 1x dy x y x dx+ = + + ; 

д) xexxyyy )61(2 32 −=−′ ; 
е) 2 22 ( ) 0xydx x y dy+ − = . 



 

56 

2.4.   а) yyxx 4cos)4( 2=′+ ; 
б) ( )x y y x y′− = + ; 

в) ( )5 1 3 1x y y x y′− − = + − ; 

г) xeyyx =+′− 2)1( ; 
д) xyyxxy lnln 3=−′ ; 

е) 011
22 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dy

xy
xdx

x
y

y
. 

2.5.   а) dyyxydxy )21()1( 22 +=+ ; 

б) 
x
yyx

x
yyx ln2ln +=′ ; 

в) ( )2 1 2 3x y x y′+ = − + − ; 

г) dxxydyx )cos1()1(sin −=− ; 
д) 0ln)1( 2 =+−′ yxxyy ; 

е) 01
23 33 4

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dy

xy
xdx

x
yy . 

2.6.   а) xyxy sin)2( +=′ ; 

б) 
2 2

2 2
x xy yy

x xy
+ −′ =
−

; 

в) ( )2 1 3 3x y y y′+ − = + ; 

г) xxyyx sin2 4=−′ ; 
д) xyxyxy 2sincossin 4=+′ ; 
е) 0ln1 =+⋅ − xdyxdxxy yy . 
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2.7.   а) 2 2cos 4yy x y′ + = ; 
б) 0)2()( =+−+ dyyxdxyx ; 

в) ( )2 4
1

2
x y y

y
′+ −
=

+
; 

г) ( ) 52 3 ( 2) cosx y y x x′− − = − ; 

д) ( )sin 2 2 sin 4 3sin 4y x y x y x′ ⋅ + = ; 

е) 02sin)3(cos2 22 =−− ydyxydxx . 

2.8.   а) 22

)1( xyyey x =′+ ; 

б) 
6 6

4 2

4
3

y xy
x y
−′ = ; 

в) ( ) ( )3 2 1 4 2x y y y′+ − = − ; 

г) 2

1(sin 1) cos
cos

x y y x
x

′− + = ; 

д) 332 33 xeyyxy −=+′ ; 
е) 0)1( =++ dyxedxe yy . 

2.9.   а) 2sin cos 4 0y ye xdy x e dx+ + = ;  

б) 
x
yyyx lncos=′ ; 

в) ( )4 1 2 3x y x y′− = + − ; 

г) xeyxyx x 3cos3)1( −=++′ ;  
д) xyxyxy 43 sincossin −=+′ ; 
е) ( )26 0ydx x y dy+ + = . 
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2.10.   а) ( ) ( )21 tg 4y xdy y dx+ = − ;  

б) 
2y y y

x x xxe dy ye x xe dx
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

в) ( )1 2 3x y x y′− = + − ; 

г) 2
2

4 (1 )
1

xyy x
x

′ − = +
+

;  

д) 2 2tg cos 0y y x y x′ − + = ; 
е) ( )22 0yxydx x e dy+ − = . 

2.11.   а) 0cos)1( 222 =+′− xxyyx ;  

б) ( )2 22xdy y x y dx= − − ; 

в) ( )9 8 7 8x y y x y′− − = + − ; 

г) 2tg 4 cosxy y x xe x′ + = ;  
д) 0)1sin(cos =++′ yyxy ; 
е) ( ) ( )3 2 3 22 2 0x xy dx y x y dy− + − = . 

2.12.   а) ( ) ( )2 2 0xy x dx y x y dy+ + − = ; 

б) ( ) 2 23 2x x y y x xy y′− = + − ; 

в) ( )3 6 3 4x y x y′− = + + ; 

г) xxyyx sin3=−′ ;  
д) yxxyxxy 2cos2cos 22 =+′ ; 

е) 024 2

2

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− dy

x
ydx

x
y . 
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2.13.   а) dxxyydyxydyxdx 22 53320 −=− ;  
б) yxyyxy ′=′+ 22 2 ; 
в) ( )2 2 2x y y y′+ − = ; 

г) ( )( )21 4 2 0x y x xy′+ − + = ;  

д) yxyyx 24 =−′ ; 

е) ( )2 33 1 0y yx e dx x e dy+ − = . 

2.14.   а) sin (9 )cosyy x y x′ = + ;  

б) ( )2 ctg yx y xy
x

′= − ; 

в) ( )1 3 2 1x y x y′+ = + − ; 

г) 2 28 cosyy x x
x

′ − = ;  

д) 03)1(3 2 =−++′ yyxyx ; 

е) 0)cos(ln =++ dyyxdx
x
y . 

2.15.   а) ( ) ( )2 21 1yx e dx x x dy− = + ;  

б) ( )1 3lnxy y y x′ = − ; 

в) ( )3 1 3 2 1x y y x′+ = − + ; 

г) 0ln)1( =−′+ xyxy ;  
д) 2 lnxy y y x′ + = ; 

е) 02
2

2

=⋅+ ydyxdx
x

y . 
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2.16.   а) ( ) ( )( )2 21 ln 1 0x y y x x y′+ + + + = ;  

б) x
x
yyyx =−′ arcsin)( ; 

в) ( )7 6 5 6x y y x y′− − = + − ; 

г) sintg sin xy y x xe′ − = ;  
д) 22 cos ( ) ctgyy x x y x′ − = − ; 

е) 01
1)1(

)1(2
222 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

+
− dy

x
edx

x
ex yy

. 

2.17.   а) 2 24 9 0y y y x′+ + − = ;  
б) 2 2 22 6x y y xy x′ = + − ; 
в) 32)34( −+=′−− yxyyx ; 
г) xxyyx 2sin4cos)1(sin =+′− ;  
д) ( )2xx y e y y′ − = ; 

е) ( ) ( )2 3 3 23 3 0x y y dx x xy dy+ + + = . 

2.18.   а) yyyyx 2sinsincos =+′ ;  
б) ( )22 0xy x xyy′− − = ; 

в) ( )3 2 2x y y x y′− − = + − ; 

г) 2)1(22 +−=+′ xexyy ;  
д) 111)1(2 3 ++′+= xyyxy ; 

е) 02
2

2

=− dy
y
xdx

y
x . 
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2.19.   а) ( ) ( )21 cos 1 sinx yy y x′+ = + ;  

б) ( )2 2

3

3
3

y x y
y

x
−

′ = ; 

в) 2 12
1

x yy
x
+ −′ =
−

; 

г) 22 lnxy y x x−′ + = ; 
д) 3 ctg 3 sin 2y y x y x′ − = ; 
е) 0)2( 2 =++ dyxdxxyx . 

2.20.   а) ( ) ( )26 1 4 ln 0x y dy y xdx+ − + = ;  

б) 222 3xxyyyx −−=′ ; 
в) ( )1 2 3x y y x′− = − + ; 

г) sincos 4cos xy y x xe′ − = ;  
д) 2 22 1xyy y x′ − = + ; 
е) ( )2 2 cos 0xy dx x y y dy+ + = . 

2.21.   а) ( ) ( )2 2 24 arctg 1y x y y x′ + = + ;  

б) 0)()4( =++− dyyxdxyx ; 

в) ( )1
1

2 3
x y
x y

′−
=

+ −
; 

г) dxyxxdy )2(cos −= ;  
д) ( )2y x y xy′= − ; 

е) 01
2 =− dy

y
xdx

y
. 
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2.22.   а) tg tgy x y′ = ⋅ ; 

б) 
x

yxyxyyx +
+=−′ ln)( ; 

в) ( )2
1

1
x y
x y

′−
=

+ −
; 

г) 332sin ctg 0y x y x′ − + = ;  
д) ( )4sin 2 2cos 2 3y x y x y′ = + ; 

е) 023 322 =+ ydyxdxyx . 

2.23.   а) ( ) ( )( )21 1 4 0x yy x y′− + + − = ;  

б) 2 2 22 2x y y xy x′ = − + ; 
в) ( )2 2 2 3x y x y′− = + − ; 

г) ( )21 2 2xy x y x′ + + = ;  

д) 33)( yxyyxe x =+′ ; 

е) 0
2

2
2

=+ dy
y

xdxyx . 

2.24.   а) 0
2

=+ dxxedyye yx ;  

б) arctg arctg 0y yx dy x y dx
x x

⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

в) ( )4 3 1 5 5x y y y′+ − = + ; 

г) dxyxxdy )2(sin −= ;  
д) 36)1( xyyyx −=+′+ ; 
е) ( )2 2 22 3 2 0xy dx y x y dy+ + = . 
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2.25.   а) ( ) ( )22 2 1x y dx x dy+ = − ;  

б) ( )2 24xydx x y dy= + ; 

в) ( )10 9 8 9x y y x y′− − = + − ; 

г) ( )2tg 3 1 cosy y x x x′ + = + ;  

д) 2sin 2 2 tgyy x y x′ + = ; 
е) 0)2( =++ xdydxyx . 

2.26.   а) ( )2 61 2 1 0x x y y′+ + − ⋅ = ;  

б) 0)( =−′+ yyxxy ; 
в) ( )5 1 2 3 5x y x y′− = + − ; 

г) 042 =+−′ xxyy ;  
д) 2tg 2 cosy y x y x′ + = ; 

е) 032 3
4

2

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dyy

y
xdx

y
x . 

2.27.   а) 0)2( 2 =−+ dxeydye xx ;  

б) ( )
2

3y x y
y

x
+

′ = ; 

в)
945

66
−+

−
=′

yx
yy ; 

г) 2 sincos 4cos xy y x xe′ − = ;  
д) 2sin 2 2 sin 4 4sin 4yy x y x x′ + = ; 
е) ( ) ( )3 2 32 3 0x y dx xy y dy+ + + = . 
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2.28.   а) ( ) ( )2 2 1 0x x y x y′+ − + = ;  

б) ( )3 3x y y x y′− = + ; 

в)
33

43
+
−−

=′
x

xyy ; 

г) xxyyx cos2 4=−′ ;  
д) 223 yxyyx =+′ ; 
е) 0sin2cos2 =+ xdyyxdxy . 

2.29.   а) 0cos2 =− dxxexdy y ;  

б) ( )1
y y
x xe xy y x e

⎛ ⎞
′+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 

в) ( )2 2 2 3x y x y′− = + − ; 

г) ( )( )1 0xx y e y′+ − + = ;  

д) xxyyyx sin2=−′ ; 
е) ( ) ( )3 2 32 3 0x y dx xy y dy+ + + = . 

2.30.   а) 2 1x y y y+ ′⋅ = ;  
б) 2222 yxyx +=′ ; 

в) 22
1

x yy
x
+ −′ =
−

; 

г) ( )242 xxdy x e y dx= + ;  

д) 342 xyyyx =−′ ; 

е) 032 3
4

2

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− dyy

y
xdx

y
x . 
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Задача 3. Найти интегральную кривую, проходящую 
через точку М. 

3.1.  ( )4 23 0y x dy xydx− + = , ( )4;1M . 

3.2.  ( )1 2 2y y y x′+ = + , ( )2;0M . 

3.3.  ( )2 0ydx x y dy− + = , ( )0;1M . 

3.4.  ( ) ( )2 3 22 3 7 3 0xy y dx xy dy− + − = , ( )2;1M . 

3.5.  yyxyxy 2sin3 −′=′ , ;
2

M π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

3.6.  ( )2 tgdx y x y dy= + , ( )2;0M . 

3.7.  yxyxy )4( 2+=′ , ( )1;1M . 

3.8.  ( )ln ln 1y ydx x y dy= + − , ( )0;M e . 

3.9.  ( ) 2cos sin cosydx x ydy x dy− = , ( )2;0M  . 

3.10.  ( )2 21 2 2cosy y xy y′− = − , ( )1;0M . 

3.11.  ( )2 2y ye xy x xy ye′= + − , ( )1;0M . 

3.12.  )1ln( −′= yxyxy , ( )1;1M . 

3.13.  ( )3 3 2 2ln 0y dx x y xy dy+ − =  ( )2;1M .  

3.14.  ( )2 cos 0x x y dx xdy− + = , ;
2 2

M π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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3.15.  ( )sin 2 cosdx y x y dy= + , ( )0;0M . 

3.16.  ( )2 2 2 2 0x y x dx ydy+ + + = , ( )0;1M . 

3.17.  ( ) ( )2 21 2 2y dx y y x dy+ = − , ( )1;0M . 

3.18.  ( )1 0y xy dx xdy+ − = , ( )1;0M . 

3.19.  2(2 3) 0xy dy y dx+ − = , ( )1;1M . 

3.20.  ( )3 3 2ln 0y dx x y xy dy+ − = , ( )1;1M . 

3.21.  ( )tg cosdx x y x y dy= − , ( )1;0M . 

3.22.  ( )22 lnx y y x y y′− = , ( )1;1M . 

3.23.  ( )2 22 1 0x ydy x dx− + = , ( )1;2M . 

3.24.   ( )2 cosx y y dy ydx+ = , ( )2 ;M π π .  

3.25.  ( )2 0ydx x ye dy− + = , ( )0;0M . 

3.26.  ( )21 3ydx x x y dy= − , ( )2;1M . 

3.27.  ( )3 0yydx x y e dy− + = , ( )2;1M . 

3.28.  ( ) ( )2 31 2 0y dx xy y dy+ + − = , ( )1;0M . 

3.29.  ( )2 1ye x y′− = , ( )2;0M . 

3.30.  ( )2 0x y dx xdy+ − = , ( )2;1M . 
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Задача 4. Найти общее решение дифференциальных 
уравнений, допускающих понижение порядка. 

4.1.  а) " 'xy y= ; б) 1=′′yy . 

4.2.  а) 2" (1 ) 'xy x y= + ; б) ( )2" ' 'yy y e y−− = . 

4.3.  а) 2" 'xy y x= + ; б) ( )2" 2 'y ctgy y= . 

4.4.  а) ( )22 " 'x y y= ; б) " 2 'y yy= . 

4.5.  а) 2 " 0y y x′ + = ; б) ( )2' " 0y yy+ = . 

4.6.  а) "( 1) ' 0xy e y+ + = ; б) ( )2" ' 0y y− = . 

4.7.  а) " ln 'y x x y= ; б) ( )2 2" 'yy y y− = . 

4.8.  а) ( )21 " 4 ' 0;x y xy+ − =  б) ( )2" 2 'y tgy y= . 

4.9.  а) ( )22 ' " ' 1xy y y= − ; б) 2" 2( ') 0y y+ = . 

4.10. а) " ' 0xy y+ = ; б) 22 ln ( )yy yy y y′′ ′ ′− = . 

4.11. а) 2" (1 ) 'xy x y= + ; б) ( )22" ' 0yy y y+ − = . 

4.12. а) 2 " 'xy y= ; б) ( )2" 'yy y y+ = . 

4.13. а) 2 " ' 1x y xy+ = ; б) ( )22" 'y y y y= + . 

4.14. а)
x
yyyx
′

′=′′ ln ; б) ( )2( 1) " 2 'y y y− = . 
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4.15. а) yxyx ′−=′′ 2 ; б) ( )2" ' 2 yy y e−+ = . 

4.16. а) 2" ' xxy y e x− = ; б) ( ) ( )21 " 'y y y y′+ = + . 

4.17. а) " 2 ' 0;xy y+ =  б) )1()(2 2 −′′=′ yyy . 

4.18. а) " ' sin 2 ;y y tgx x+ =  б) ( )2cos " ' sin 'yy y y y+ = . 

4.19. а) ( )21 " 2 ';x y xy+ =  б) ( )22 " 1 'yy y= + . 

4.20. а) 2 2" ' xxy xy x e− = ; б) ( )2' 2 " 0y yy+ = . 

4.21. а) 2y y x′′ ′ = ; б) 0y y y′′ ′− = . 

4.22. а) ( )1" 'y x x y−= + ; б) ( )2" 1 'y y y+ = . 

4.23. а) ( )21 " 12 ' 0x y xy+ − = ; б) ( ) ( )2 3" ' 'yy y y= − . 

4.24. а) ( )1 cos sinx y y x′′ ′+ = ; б) 21 ( )y y′′ ′= − . 

4.25. а) yxxy ′=′′ ln ; б) 2" 1y y = . 

4.26. а) ( )21 " 2 ';x y xy+ =  б) ( )2 2" ' lnyy y y y− = . 

4.27. а) ( )21 " ' 0;x y xy− − =  б) ( )24 4 0y y tg y′′ ′− = . 

4.28. а) " 2 ' 0;xy y+ =  б) " 4 ' 0y yy− = . 

4.29. а) 02 =+′+′′ xyy ; б) ( )26 5 0yy y′′ ′− = . 

4.30. а) 2"xy y x′= + ; б) yey 42=′′ . 
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Задача 5. Найти общее решение (и частное решение 
в пункте а. ) линейных однородных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. 

5.1.   а) " 4 ' 5 0y y y− + =   
(0) 0; '(0) 2;y y= =  

б) " 4 ' 3 0y y y+ + = ; 
в) " 6 ' 9 0y y y+ + = ; 

5.2.   а) " 6 ' 13 0y y y− + =   
(0) 1; '(0) 2;y y= =  

б) " 5 ' 6 0y y y− + = ; 
в) " 6 ' 9 0y y y− + = ; 

5.3.   а) " 4 ' 4 0y y y+ + =   
(0) 2; '(0) 1;y y= =  

б) " 3 ' 2 0y y y+ + = ; 
в) " 4 ' 5 0y y y+ + = ; 

5.4.   а) " 9 0y y+ =   
( ) ( )3 1; ' 3 2;y yπ π= =  

б) " 3 ' 4 0y y y+ − = ; 
в) " 12 ' 36 0y y y+ + = ; 

5.5.   а) " 2 ' 5 0y y y− + =   
(0) 2; '( ) 1;y y π= =  

б) " 6 ' 5 0y y y− + = ; 
в) " 2 ' 0y y y+ + = ; 

5.6.   а) " 10 ' 24 0y y y− + =   
(0) 1; '(0) 1;y y= =  

б) " 7 ' 12 0y y y− + = ; 
в) " 2 ' 3 0y y y+ − = ; 

5.7.   а) 044 =+′+′′ yy  
;1)0(;0)0( =′= yy  

б) " 4 ' 8 0y y y− + = ; 
в) " 4 ' 4 0y y y− + = ; 

5.8.   а) " ' 2 0y y y+ − =   
(1) 0; '(1) 1;y y= =  

б) " 2 ' 0y y y− + = ; 
в) " 16 ' 64 0y y y+ + = ; 

5.9.   а) " 4 ' 5 0y y y− + =   
( ) ( )2 0; ' 2 ;y y eπ π= =  

б) " 4 ' 5 0y y y+ + = ; 
в) " 0y y+ = ; 
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5.10.   а) " 3 ' 0y y+ =   
(1) ; '(1) 2 ;y e y e= =  

б) " 6 ' 5 0y y y+ + = ; 
в) " 6 ' 9 0y y y+ + = ; 

5.11.   а) " 3 ' 2,5 0y y y− + =  
( )0 0; '(0) 1;y y= =  

б) " 6 ' 8 0y y y− + = ; 
в) " 16 ' 64 0y y y+ + = ; 

5.12.   а) " 8 ' 16 0y y y− + =   
(0) 1; '(0) 2;y y= =  

б) " 18 ' 81 0y y y+ + = ; 
в) " 6 ' 10 0y y y+ + = ; 

5.13.   а) 016 =+′′ yy  
( ) ( )4 0; ' 4 1;y yπ π= =  

б) " 20 ' 100 0y y y− + = ; 
в) " 4 ' 60 0y y y− − = ; 

5.14.   а) " 4 ' 5 0y y y− + =  
( ) ( )2 ; ' 2 0;y e yππ π= =  

б) " 2 ' 3 0y y y+ − = ; 
в) " 12 ' 36 0y y y− + = ; 

5.15.   а) " 3 ' 0y y+ =   
(1) 1; '(1) 1;y y= =  

б) " 12 ' 37 0y y y− + = ; 
в) " 8 ' 16 0y y y− + = ; 

5.16.   а) " 14 ' 50 0y y y+ + =   
(0) 1; '(0) 1;y y= =  

б) " 12 ' 36 0y y y+ + = ; 
в) " 3 ' 18 0y y y− − = ; 

5.17.   а) " 8 ' 0y y+ =   
( )0 0; '(0) 1;y y= =  

б) " 6 ' 9 0y y y+ + = ; 
в) " 16 0y y+ = ; 

5.18.   а) " ' 2 0y y y+ − =   
1(1) ; '(1) ;y e y e−= =  

б) " 6 ' 18 0y y y+ + = ; 
в) " ' 20 0y y y+ − = ; 

5.19.   а) " 2 ' 5 0y y y− + =   
(0) 2; '( ) 1;y y π= =  

б) " 6 ' 8 0y y y− + = ; 
в) " ' 2 0y y y+ − = . 
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5.20.   а) " 4 ' 4 0y y y+ + =   
(0) 2; '(0) 1;y y= =  

б) " 5 ' 6 0y y y− + =  
в) " 8 ' 0y y+ = . 

5.21.   а) " 4 ' 21 0y y y− − =   
(0) 1; '(0) 1;y y= =  

б) " 16 ' 65 0y y y+ + = ; 
в) " 4 ' 4 0y y y+ + = ; 

5.22.   а) " ' 2 0y y y+ − =   
(1) 0; '(1) 1;y y= =  

б) " 81 0y y+ = ; 
в) " 4 ' 4 0y y y+ + =  

5.23.   а) " 4 ' 3 0y y y− + =   
( )(0) 2; ' 0 1;y y= =  

б) " 2 ' 0y y y+ + = ; 
в) " 4 0y y+ = ; 

5.24.   а) " 3 ' 2,5 0y y y− + =  
( ) ( )2 0; ' 2 1;y yπ π= =  

б) " 4 0y y′+ = ; 
в) " 6 ' 9 0y y y− + = ; 

5.25.   а) " 3 ' 40 0y y y− − =   
(0) 2; '(0) 0;y y= =  

б) " 4 0y y+ = ; 
в) " 2 ' 0y y y− + = ; 

5.26.   а) 084 =+′+′′ yyy   
( )(0) 1; ' 3 0;y y π= =  

б) " 11 ' 10 0y y y− + = ; 
в) " 40 ' 400 0y y y− + = ; 

5.27.   а) " ' 6 0y y y+ − =   
(0) 2; '(0) 1;y y= =  

б) " ' 0, 25 0y y y− + = ; 
в) " 6 ' 13 0y y y+ + = ; 

5.28.   а) " 7 ' 30 0y y y+ − =   
(0) 1; '(0) 0;y y= =  

б) " 14 ' 49 0y y y+ + = ; 
в) 9 " 25 0y y+ = ; 

5.29.   а) " ' 6 0y y y− − =   
(0) 1; '(0) 0;y y= =  

б) " 0y y+ = ; 
в) " 4 ' 4 0y y y+ + = ; 

5.30.   а) " ' 2 0y y y+ − =   
1(1) ; '(1) ;y e y e−= =  

б) 9 " 16 0y y+ = ; 
в) " 8 ' 16 0y y y− + = ; 
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Задача 6. Найти общее решение уравнения методом 
вариации произвольных постоянных. 

6.1.  
1siny y x−′′ + =  6.16. ( ) 12 1xy y e

−
′′ − = +  

6.2.  4 38 16 xy y y e x−′′ ′− + = ⋅  6.17. 1cosy y x−′′ + =  

6.3.  29
2

x
eyyy

x

−
=+′−′′  6.18. x

x

e
eyy
+

=′−′′
1

 

6.4.  21
2

x

eyyy
x

−
=+′+′′

−

 6.19. xe
yyy 21

165
+

=+′+′′  

6.5.  xctgyy 525 =+′′  6.20. xx eeyy cos2=′−′′  

6.6.  ctgxyy =+′′  6.21. xexyyy =+′−′′ 2  

6.7.  xyy 3sin16 =+′′  6.22. xctgyy 2=+′′  

6.8.  xyy 2cos4 −=+′′  6.23. xyyy 323 =+′−′′  

6.9.  xeyyy x ln2 =+′−′′  6.24. xtgyy 24 =+′′  

6.10.  x

x

e
eyy −

−

+
=−′′

2
 6.25. 

24
2

x
eyyy

x

−
=+′−′′  

6.11.  
x

eyyy
x

=+′−′′ 242  6.26. x

x

e
eyy 21+

=′+′′  

6.12.  ( )3 22 sin siny y x x−′′ + = +  6.27. 
22 sinxy y y e x−′′ ′− + =  

6.13.  
x

yy
π

ππ
sin

2
2 =+′′  6.28. 

x
xyy 2

3

cos
cos2 +

=+′′  

6.14.  
x

eyyy
x

cos
54

2

=+′−′′  6.29. 
4

2 2 +
=+′−′′

x
xeyyy

x

 

6.15.  3

2

44
x

eyyy
x−

=+′+′′  6.30. 
4

2 2 +
=+′−′′

x
eyyy

x
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Задача 7. Найти общее решение линейного неодно-
родного дифференциального уравнения методом подбора 
частного решения. 

7.1.   а) 1125102 2 ++=+′+′′ xxyyy ; 
б) 81265 +=′+′′−′′′ xyyy ; 
в) 29 15 xy y e′′ − = ; 
г) 39 3 xy y e−′′ ′− = ; 
д) 25 2cos 4 sin 4y y x x′′ + = + ; 
е) 2 3 xy y y x e′′ ′− − = + . 

7.2.   а) 11052 −=+′+′′ xyyy ; 
б) 542 2 ++=′+′′+′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2578 =+′−′′ ; 
г) xeyyy 378 =+′−′′ ; 
д) xyyy 2sin522 =+′−′′ ; 
е) xexyy 44 −+=′+′′ . 

7.3.   а) 4 4 2 3y y y x′′′ ′′ ′− + = − ; 
б) 22 3 50 xy y y e′′ ′+ − = ; 
в) 2 3 4 xy y y e′′ ′+ − = ; 
г) 2 5 26cos3y y y x′′ ′+ + = ; 
д) 25 siny y x′′′ ′+ = ; 
е) 224 xxeyy x +=′+′′ . 

7.4.   а) 145102 +=+′−′′ xyyy ; 
б) 324 2 −=′−′′′ xyy ; 
в) 32 8 14 xy y y e′′ ′+ − = ; 
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г) xeyyy 2382 =−′+′′ ; 
д) 8 16 4sin 4y y y x′′ ′− + = ; 
е) xyy 2sin16 =+′′ . 

7.5.   а) 19554 +=−′−′′ xyyy ; 
б) 71836 2 +=′+′′′ xyy ; 
в) 36 8 2 xy y y e′′ ′− + = − ; 
г) xeyyy 2286 =+′−′′ ; 
д) xyyy 3cos252 =+′+′′ ; 
е) )(1052 2 xeyyy x +=+′−′′ . 

7.6.   а) xxyyy −=+′−′′ 222 ; 
б) 242 +−=′−′′−′′′ xyyy ; 
в) 212 6 xy y y e′′ ′+ − = ; 
г) 312 14 xy y y e′′ ′+ − = ; 
д) xyyy cos20178 =+′−′′ ; 
е) 236 22sin 5 10 xy y x e−′′ + = + . 

7.7.   а) 7696 +−=+′−′′ xyyy ; 
б) 15417172 2 −−=′+′′−′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2754 −=−′−′′ ; 
г) xeyyy −=−′−′′ 354 ; 
д) xyyy 2cos136 =−′+′′ ; 
е) xyy 2sin=+′′ . 

7.8.   а) 17415152 2 −+−=−′−′′ xxyyy ; 
б) 5396 −=′+′′−′′′ xyyy ; 
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в) xeyyy 345 −=+′−′′ ; 
г) xeyyy 345 =+′−′′ ; 
д) xyyy 2sin102 =−′+′′ ; 
е) xexyy −+=+′′ 5sin64 . 

7.9.   а) 34816 2 −−=+′′ xxyy ; 
б) 842 +=′−′′+′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 2532 −=−′−′′ ; 
г) xeyyy −=−′−′′ 232 ; 
д) xyyy 2cos15106 =+′−′′ ; 
е) xeyyy x 2)1(42 +−=+′−′′ − . 

7.10.   а) 1125102 2 ++=+′+′′ xxyy ; 
б) 191052 −=′+′′−′′′ xyyy ; 
в) 26 8 xy y y e′′ ′− − = ; 
г) xeyyy 256 −=−′−′′ ; 
д) 5 4 50sin 3y y y x′′ ′− + = ; 
е) 4 8sh 2y y x′′ + = . 

7.11.   а) 9932 +=−′−′′ xyyy ; 
б) 24 5 15 24 1y y y x x′′′ ′′ ′− + = − + ; 
в) xeyy 34=−′′ ; 
г) xeyy 2=−′′ ; 
д) xyyy 3cos696 =+′+′′ ; 
е) xyy 2cos4 =+′′ . 

7.12.   а) 33243 2 −+=−′−′′ xxyyy ; 
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б) 24168 −=′+′′−′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 322 −=−′+′′ ; 
г) xeyyy 32 =−′+′′ ; 
д) xyyy 3cos2054 =+′−′′ ; 
е) xyy 2cos25 =+′′ . 

7.13.   а) 232525 2 −=+′′ xyy ; 
б) 436 +−=′−′′−′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 2312 −−=−′−′′ ; 
г) xeyyy 4712 =−′−′′ ; 
д) xyyy 2sin522 =+′+′′ ; 
е) xexyyy 222 −+=+′+′′ . 

7.14.   а) 122 2 −=+′+′′ xyyy ; 
б) 6843 +−=′−′′−′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 2376 =−′+′′ ; 
г) xeyyy 476 =−′+′′ ; 
д) xyyy 3sin20134 =+′+′′ ; 
е) 0,536 2 10 xy y x e′′ + = + . 

7.15.   а) 617178 2 −−=+′+′′ xxyyy ; 
б) 32 +−=′+′′′ xyy ; 
в) xeyyy 3243 −=−′+′′ ; 
г) xeyyy 543 =−′+′′ ; 
д) xxyy 3sin93cos189 −=−′′ ; 
е) xeyyy 248168 +=+′−′′ . 
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7.16.   а) 2999 2 ++=+′′ xxyy ; 
б) 201644 +=′+′′+′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 326 =−′+′′ ; 
г) xeyyy 256 =−′+′′ ; 
д) xyyy 3sin1352 =+′−′′ ; 
е) xeyy x cos859 2 +=′−′′ . 

7.17.   а) 2344 −−=+′+′′ xyyy ; 
б) 4121552 2 −−=′+′′−′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2267 =+′−′′ ; 
г) xeyyy 567 =+′−′′ ; 
д) xxyy 2sin102cos59 −=+′′ ; 
е) xexyyy 24334 +−=+′−′′ . 

7.18.   а) 184552 2 −+=+′+′′ xxyyy ; 
б) 4816 +=′+′′′ xyy ; 
в) xeyyy 2343 −=−′−′′ ; 
г) xeyyy −=−′−′′ 543 ; 
д) xyyy 2sin444 =+′+′′ ; 
е) xyy cos17816 +=′−′′′ . 

7.19.   а) 48168 +−=+′+′′ xyyy ; 
б) 44332 2 −+=′−′′−′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy −=+′−′′ 465 ; 
г) xeyyy 265 −=+′−′′ ; 
д) xyyy 4sin25102 =+′−′′ ; 
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е) xyy 2sin9 =′+′′′ . 
7.20.   а) 924 2 +=+′′ xyy ; 

б) 1917172 +=′+′′+′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 3582 =−′−′′ ; 
г) xeyyy 2382 −=−′−′′ ; 
д) xyyy 3cos1544 =+′+′′ ; 
е) chxyyy 944 =+′+′′ . 

7.21.   а) 368168 −=+′−′′ xyyy ; 
б) 2323 2 −−=′+′′−′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2754 =−′+′′ ; 
г) xeyyy 354 =−′+′′ ; 
д) xyyy 4cos25102 =+′+′′ ; 
е) xeyyy +=+′−′′ 844 . 

7.22.   а) 1415106 −=+′−′′ xyyy ; 
б) 22525 2 −=′−′′′ xyy ; 
в) xeyyy 2356 =+′−′′ ; 
г) xeyyy 256 =+′−′′ ; 
д) xyyy 4sin2544 =+′+′′ ; 
е) xyy 2sin16 2=+′′′ . 

7.23.   а) 452 2 +−=+′−′′ xxyyy ; 
б) 21054 −=′+′′+′′′ xyyy ; 
в) xeyy 354 =−′′ ; 
г) xeyy 224 −=−′′ ; 
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д) xyyy 2cos266 =−′−′′ ; 
е) xshyy 39 =+′′ . 

7.24.   а) 135106 +=+′+′′ xyyy ; 
б) 114332 2 −−=′−′′+′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2265 =−′+′′ ; 
г) xeyyy 765 =−′+′′ ; 
д) xyyy 3sin252 =+′−′′ ; 
е) xyy 3cos1584 +=′+′′′ . 

7.25.   а) 324 2 −−=−′′ xyy ; 
б) 3222 −=′+′′+′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 2587 −=−′−′′ ; 
г) xeyyy −=−′−′′ 387 ; 
д) xyyy 4cos4168 =+′+′′ ; 
е) xshyy 24 =+′′ . 

7.26.   а) 852510 +−=+′+′′ xyyy ; 
б) 425102 2 −−=′+′′−′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2376 −=−′−′′ ; 
г) xeyyy −=−′−′′ 476 ; 
д) xxyy 5sin225cos1136 +=+′′ ; 
е) xeyy −+=′+′′ 22 . 

7.27.   а) 55245 2 +−=+′−′′ xxyyy ; 
б) 220106 −=′+′′−′′′ xyyy ; 
в) xeyyy −=+′−′′ 234 ; 
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г) xeyyy 234 −=+′−′′ ; 
д) xxyy 3sin143cos716 +=+′′ ; 
е) 18cos6sin896 +−=+′−′′ xxyyy . 

7.28.   а) 732 +=+′+′′ xyyy ; 
б) 131815106 2 ++=′+′′+′′′ xxyyy ; 
в) xeyyy 2389 =+′−′′ ; 
г) xeyyy 789 =+′−′′ ; 
д) xyyy cos565 =+′−′′ ; 
е) xeyy x sin354 +=+′′ . 

7.29.   а) 43996 2 −+=+′+′′ xxyyy ; 
б) 10843 +=′−′′+′′′ xyyy ; 
в) xeyyy 2587 =−′+′′ ; 
г) xeyyy 387 =−′+′′ ; 
д) xyyy 2sin15106 =+′+′′ ; 
е) xyy 2cos25 =′+′′′ . 

7.30.   а) 38554 2 −+=+′+′′ xxyyy ; 
б) 12 −=′+′′′ xyy ; 
в) xeyyy 322 =−′−′′ ; 
г) xeyyy −=−′−′′ 32 ; 
д) xyyy 3cos1534 =+′−′′ ; 
е) xexxyyy −+−=+′+′′ 2cos82sin1244 . 
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 Задача 8. Решить задачу Коши для системы линей-
ных дифференциальных уравнений. 

8.1.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

4
 ,  

0)0(,1)0( =−= yx . 

8.2.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

4
, 

0)0(,2)0( =−= yx . 
8.3.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

36

2
,  

1)0(,2)0( =−= yx . 

8.4.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

22

3
, 

0)0(,5)0( =−= yx . 
8.5.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+

=+−

044

0

yx
dt
dy

yx
dt
dx

, 

0)0(,1)0( =−= yx . 

8.6.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

3

4
, 

2)0(,1)0( == yx . 
8.7.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

8

92
,  

1)0(,2)0( −−= yx . 

8.8.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

3

3
, 

1)0(,1)0( =−= yx . 
8.9.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

23

32
,  

1)0(,0)0( −== yx . 

8.10.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

2
, 

2)0(,2)0( −== yx . 
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8.11.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

=+

yx
dt
dy

xy
dt
dx 2

, 

2)0(,1)0( −== yx . 

8.12.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

3

3
, 

2)0(,0)0( == yx . 
8.13.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

34
, 

2)0(,0)0( −== yx . 

8.14.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

2
, 

0)0(,1)0( == yx . 
8.15.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

35
, 

0)0(,1)0( == yx . 

8.16.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

3

3
, 

1)0(,2)0( =−= yx . 
8.17.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

2
, 

0)0(,1)0( =−= yx . 

8.18.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

4

32
, 

4)0(,1)0( =−= yx . 
8.19.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

44
, 

2)0(,1)0( =−= yx . 

8.20.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

3

3
, 

0)0(,3)0( =−= yx . 
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8.21.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx 2

, 

0)0(,1)0( =−= yx . 

8.22.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

23
, 

5)0(,0)0( −== yx . 
8.23.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

43

2
, 

0)0(,1)0( =−= yx . 

8.24.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

44

2
, 

2)0(,1)0( =−= yx . 
8.25.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

42
, 

1)0(,0)0( == yx . 

8.26.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

4

2
, 

1)0(,2)0( =−= yx . 
8.27.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

23

6
, 

1)0(,1)0( −== yx . 

8.28.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

6

2
, 

1)0(,2)0( =−= yx . 
8.29.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

24

2
, 

0)0(,1)0( =−= yx . 

8.30.   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

2

2
, 

1)0(,2)0( =−= yx . 
 

 



 

84 

Задача 9.  

9.1.  Найти кривую, у которой любая касательная пересекается с 
осью ординат в точке, одинаково удаленной от точки каса-
ния и от начала координат. 

9.2.  Найти кривую, у которой начальная ордината любой каса-
тельной на две единицы масштаба меньше абсциссы точки 
касания. 

9.3.  Найти кривую, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемо-
го любой касательной от оси ординат, равен произведению 
координат точки касания. 

9.4.  Площадь треугольника, образованного радиус-вектором ОМ 
любой точки М(х,у) кривой, касательной МР в этой точке и 
осью Ох, равна 2. Кривая проходит через точку А(2,-2). 
Найти ее уравнение. 

9.5.   Найти уравнение кривой, у которой длина отрезка, отсекае-
мого касательной на оси абсцисс, равна квадрату ординаты 
точки касания.  

9.6.  Найти кривую, проходящую через точку N(0,4) и обладаю-
щую следующим свойством: площадь криволинейной тра-
пеции, ограниченной любой другой кривой, двумя ордина-
тами и осью абсцисс, пропорциональна длине этой дуги. Ко-
эффициент пропорциональности равен 4. 

9.7.  Найти кривую, проходящую через точку )3,2(  и обладаю-
щую тем свойством, что отрезок любой ее касательной, за-
ключенный между координатными осями, делится пополам 
в точке касания. 

9.8.  Найти кривую, у которой квадрат длины отрезка, отсекаемо-
го любой касательной от оси ординат, равен произведению 
координат точки касания. 
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9.9.  Найти кривую, для которой угловой коэффициент касатель-
ной в какой-либо точке в 5 раз больше углового коэффици-
ента прямой, соединяющей ту же точку с началом коорди-
нат. 

9.10. Найти кривые, для которых площадь фигуры, заключенной 
между осями координат, проходящей через произвольную 
точку кривой, равна кубу ординаты этой точки. 

9.11. Найти кривую, для которой площадь фигуры, ограниченной 
осями координат, данной кривой и ординатой произвольной 
точки кривой, равна четвертой степени ординаты этой точ-
ки. 

9.12. Найти кривую, у которой отрезок касательной в любой точ-
ке кривой, заключенный между точкой касания и осью абс-
цисс, равен раастоянию от точки пересечения касательной 
оси абсцисс до точки (0,2). 

9.13. Найти кривые, обладающие тем свойством, что квадрат рас-
стояния от произвольной точки кривой до начала координат, 
умноженный на отрезок, отсекаемый на оси абсцисс норма-
лью к кривой в данной точке, равен кубу абсциссе этой точ-
ки. 

9.14. Найти кривые, у которых отрезок, отсекаемый касательной 
на оси ординат, равен среднему геометрическому постоян-
ной величины а и абсциссы точки касания. 

9.15. Найти кривые, у которых любая касательная пересекается с 
осью ординат в точке, одинако воудаленной от точки каса-
ния и от начала координат. 

9.16. Найти кривую, проходящую через точку (4,3), если угловой 
коэффициент касательной к ней в любой точке в два раза 
меньше углового коэффициента радиуса-вектора точки ка-
сания. 
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9.17. Найти кривые, у которых площадь трапеции, образованной 
осями координат, ординатой произвольной кривой (прямой, 
параллельной оси ординат) и касательной кривой в этой точ-
ке, равна половине квадрата абсциссы данной точки. 

9.18. Найти кривые, у которых тангенс угла между касательной и 
положительным направлением оси Ох обратно пропорцио-
нален абсциссе точки касания. 

9.19. Найти кривые, у которых тангенс угла между касательной и 
положительным направлением оси Ох равен квадрату абс-
циссы точки касания. 

9.20. Записать уравнение кривой, проходящей через точку А(5,2), 
если известно, что угловой коэффициент касательной в лю-
бой ее точке в 3 раза больше углового коэффициента пря-
мой, соединяющей точку А с началом координат. 

9.21. Найти уравнение кривой, проходящей через точку В(3,4) и, 
обладающей тем свойством, что отрезок, отсекаемый на оси 
ординат любой касательной, равен удвоенному модулю ра-
диус-вектора точки касания. 

9.22. Найти кривую, для которой длина отрезка, отсекаемого на 
оси ординат нормалью, проведенной в какой-нибудь точке 
кривой, равна расстоянию от этой точки до начала коорди-
нат. 

9.23. Найти кривую, проходящую через точку М(2,0) и, обла-
дающую тем свойством, что отрезок касательной между 
точкой касания и осью ординат имеет постоянную длину, 
равную 2. 
 

9.24. Найти кривую, для которой треугольник, образованный 
осью Оу, касательной и радиус-вектором точки касания, яв-
ляется равнобедренным. 
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9.25. Найти кривую, любая касательная к которой отсекает на оси 
ординат отрезок, меньший абсциссы точки касания на 3 еди-
ницы. 

9.26. Найти кривую, каждая касательная к которой образует с ося-
ми координат треугольник постоянной площади 22aS = . 

9.27. Найти уравнение кривой, проходящей через точку А(0,5), 
если угловой коэффициент касательной в любой ее точке 
равен ординате этой точки. 

9.28. Записать уравнение кривой, проходящей через точку А(3,-
1), если угловой коэффициент касательной в любой ее точке 
в 1,5 раза больше углового коэффициента прямой, соеди-
няющей ту же точку с началом координат. 

9.29. Найти кривую, у которой отрезок касательной в любой точ-
ке кривой, заключенный между точкой касания и осью абс-
цисс, равен раастоянию от точки пересечения касательной 
оси абсцисс до точки (0,1). 

9.30. Найти кривую, проходящую через точку (2,1), если угловой 
коэффициент касательной к ней в любой точке в два раза 
меньше углового коэффициента радиуса-вектора точки ка-
сания. 
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4.2. Для студентов заочного отделения 
ВВ  ззааддаанниияяхх  11--66  ккаажжддооггоо  ввааррииааннттаа  ннааййттии  ооббщщиийй  ииннттееггрраалл  ((ообб--

щщееее  рреешшееннииее))  ии  ччаассттнныыйй  ииннттееггрраалл  ((ччаассттннооее  рреешшееннииее))  ттаамм,,  ггддее  ууккаа--
ззаанноо  ннааччааллььннооее  ууссллооввииее..  УУррааввннееннииее  33  рреешшииттьь  ддввууммяя  ссппооссооббааммии::  ммее--
ттооддоомм  ввааррииааццииии  ппррооииззввооллььнноойй  ппооссттоояянннноойй  ии  ммееттооддоомм  ББееррннууллллии..    

Вариант 1.  
 

1. 2(4 ) 0x xe dx e y dy− + = ; 
2. xyyyx 2)( 22 =′− ; ( )1 2y = ; 
3. sin cos 1;y x y x′ − =  
4.  ln ;y x x y′′ ′= ( ) ( )1, 1y e e y e′= − = ; 
5. 5 6 2cos ;y y y x′′ ′− + =  

6. 
2 ,

  (0) 2, (0) 1.
2 ,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 2. 
 

1. 2 2(4 ) (1 ) 0x y x y′+ + + = ; 
2. 2 2' 2 0x y xy y− + = ; 
3. 2' 2 0y xy x− + = ; 
4. ( ) ( )2 ; 9 8, 9 3xy y y y′′ ′ ′= = = ; 

5. ( ) ( )22 5 1; 0 3, 0 4y y y x y y′′ ′ ′− + = + = − = ; 

6. 
,

  (0) (0) 1.
,

y y z
y z

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 3. 
 

1. ( ) ( )2 2 0x xy dx y yx dy− + − = ; 

2. ( ) ( ) 02 3223 =−−− dyyyxdxxyx ; 
3. 03 =−+′ yyx ; 
4. ( ) ( )sin ; 0 0, 0 0y x x y y′′ ′= = = ; 

5.  ( ) ( )22 5 13 ; 0 1, 0 4xy y y e y y′′ ′ ′+ + = = = ; 

6. 
5 ,

  (0) 1, (0) 1.
2 3 ,

y y z
y z

z y z
′ = − +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
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Вариант 4. 
 

1. xyy sin−=′ ; 

2. ' ln yxy y
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; ( )1 1y = ; 

3. 2

2' 2
1

xyy x
x

− =
+

; 

4. cos sin 0;y x y x′′ ′+ =  
5.  ( ) ( )6 13 8 ; 0 1, 0 2xy y y e y y−′′ ′ ′+ + = = = ; 

6. 
4 ,

  (0) (0) 1.
3 ,

y y z
y z

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 5. 
 

1. 'ctgy x y= ; 
2. ( )ln 0x x y dy ydx− = ; 

3. cossin sin 2 ; 3
2

xy y x e x y π− ⎛ ⎞′ − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

4. ( )22 2 0,  (0) 1, (0) 1y y yy y y′ ′′ ′+ − = = = ; 

5. 2'' 2 ' xy y y x e− + = ; 

6. 
2 ,

  (0) 0, (0) 1.
2 ,

y y z
y z

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = −⎩
 

Вариант 6. 
 

1. ( ) ( )1 1x xe y dx e dy− = + ; 

2. ( )2 2 0x y y x y′− − + = ; 

3. xxyyx sin2=−′ ; ;1
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πy  

4. 3 4 0,  (0) 1, (0) 2y y y y′′ ′+ = = − = − ; 
5. 154 2 +=+′+′′ xyyy ; 

6. 
,

  (0) 2, (0) 0.
,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = −⎩
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Вариант 7. 
 

1. ( ) ( )21 2 1 0y xdx x dy+ + + = ; 

2. ( )' 2xy y xy= − ; 

3. xexyy x sin2
2−=+′ ; 1)0( =y ; 

4. ( ) ( )1 ln ,    1 1, 1 1y yy y y
x x
′ ′⎛ ⎞′′ ′= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

5. xexyyy 2)1(32 +=−′−′′ ; 

6. 
2 ,

  (0) (0) 2.
2 3 ,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 8. 
 

1. 2 33 2 ' 4 0x y y x+ − = ; 

2. 2  
y
x yy

x
′ = + ; 

3. ' tg 2cosy y x x− = ; 
4. ( )372 , (2) 1,  2 6y y y y′′ ′= = = ; 

5. xexyyy )12(84 −=+′−′′ , 0)0( =y ,
2
1)0( =′y ; 

6. 
2 ,

  (0) 2, (0) 1.
2 ,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 9. 
 

1. ( ) ( )2 3 3 7x ydx y xdy+ = + ; 

2. ( )2 2 22 2 2x xy y x xy y′− = + − ; 

3. ctg 2 sin ,    0
2

y y x x x y π⎛ ⎞′ − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

4. 2( ) 1,  (0) 1, (0) 1yy y y y′′ ′ ′+ = = = ; 
5. xyyy sin98 =−′−′′ ; 

6. 
5 3 ,

  (0) (0) 1.
2 4 ,

y y z
z y

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = − +⎩
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Вариант 10. 
 

1. ( )2 21 1xy x y y′+ = + ; 

2. 222 24' xyxyyx ++= ; 

3. 2

2 3yy
x x

′ = + ; 

4. ( ) ( )21  x y x y y′′ ′ ′+ + = ; 

5. xeyyy 384 =+′+′′ , 1)0( =y , 3)0( =′y  ; 

6. 
4 3 ,

  (0) (0) 1.
4 5 ,

y y z
z y

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = − +⎩
 

Вариант 11. 
 

1. ( )1 0x dy ydx− − = ; 

2. ( )
2

2 4, 1 2yy y
x

′ = + = ; 

3. 
2

2 xy xy xe−′ + = ; 
4. ( ) ( )3 4 16,   0 2 2, 0 2y y y y y′′ ′= − = = ; 

5. xeyyy 323 =+′−′′ , 2)0( =y , 1)0( =′y ; 

6. 
3 8 ,

  (0) 0, (0) 1.
2 ,

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 12. 
 

1. 2' 1xyy x= − ; 

2. 48'3 2

2

++=
x
y

x
yy ; 

3. 222 )1(2)1( xxyyx +=−′+ ; 

4. ( )33 1,   (0) 2, (0) 0y y y y y y′ ′′ ′ ′= + + = − = ; 

5. )1(54 2 +=+′−′′ − xeyyy x ; 

6. 
5 11 ,

  (0) (0) 1.
4 ,

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
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Вариант 13. 
 

1. 2 22 ' 2x yy y+ = ; 

2. 
2

2' 2 3 y yy
x x

= + + ; 

3. x y xy′+ = ; ( )1 4y = ; 

4. ( )21 2xy x y′′ ′= + ; 

5. 2 '' cos , (0) 1, '(0) 2xy y e x y y+ = = = ; 

6. 
2 ,

  (0) (0) 0.
3 ,

y y z
z y

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = − +⎩
 

Вариант 14. 
 

1. 1' =+xyy ; 

2. 48'3 2

2

++=
x
y

x
yy ; 

3. ( ) ( )2 1 ,  (0) 2xy xy x e y′ + = − = ; 
4. lnx x y y′′ ′⋅ = ; 
5. xyyy 2sin8124 =−′+′′ ,  0)0( =y , 0)0( =′y ; 

6. 
2 5 ,

  (0) (0) 1.
5 15 ,
y y z

z y
z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 15. 
 

1. ( )2 23 4 0x y y dy y dx+ + + = ; 

2. ( ) yxy y arctg x
x

′ − = ; 

3. 3 5 4 5,    (1) 1xy y x y′ + = − = ; 

4. ln yxy y
x
′

′′ ′= ; 

5. xeyyy −=−′−′′ 98 , 0)0( =y , 
4
1)0( =′y ; 

6. 
2 ,

  (0) (0) 1.
5 3 ,

y y
z y

z y z
′ =⎧

= =⎨ ′ = +⎩
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Вариант 16. 
 

1. ( )1 ' 0xy x y+ + = ; 

2. 
2

2' 2 y yy
x x

= + + ; 

3. ( ) 222 2 xxy x y x e′ − = − ; 

4. ( ) ( )ln , 0 0, 0 1y y y y
y
′′

′ ′= = =
′

; 

5. ( )5 6 12 7 xy y y x e−′′ ′− + = − , 0)0( =y , 0)0( =′y ;  

6. 
3 ,

  (0) (0) 2.
2 ,

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 17. 
 

1. 0')13( 2 =+− yyx ; 

2. 
y
xxy xe y′ = + ; 

3. 2 2 3y x xy′ = + ; 
4. ( )1y y y′′ ′ ′= + ; 

5. xeyyy 31096 −=+′+′′ , 3)0( =y , 2)0( =′y ; 

6. 
4 11 ,

  (0) (0) 2.
5 ,

y y z
z y

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 18. 
 

1. xyy cos=′ ; 

2. 
2

4 y yy
x x

⎛ ⎞′ = + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

3. 2 cosxy y x x′ − = ; 

4. ( ) ( ) ( )2 3 , (0) 1, 0 1yy y y y y′′ ′ ′ ′+ = = = ; 

5. xeyyy 162 =+′−′′ ; 

6. 
5 2 ,

  (0) (0) 1.
3 4 ,

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
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Вариант 19. 
 

1. 01 2 =−− dyxdx ; 

2. 
2

2' 3 1 y yy
x x

= + + ; 

3. ( )2 2 4,  1 2xy y x y′ + = + = ; 

4. ( )21 2xy y x′′ ′= + ; 

5. 164 2 +=′−′′ xyy , 2)0( =y , 3)0( =′y ; 

6. 
3 ,

  (0) (0) 0.
2 ,

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 20. 
 

1. ( ) ( )2 21 1 ,  0 1x y y y′− = + = ; 
2. ( )2 22xy y x xy y′+ = + ; 

3. x
x
yy ln3 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′ , 3)1( =y ; 

4. 2 22 3 4yy y y′′ ′− = ; 
5. 526134 +=+′−′′ xyyy , 1)0( =y , 0)0( =′y ; 

6. 
5 ;

  (0) (0) 1.
4 ;

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 21. 
 

1. ( )2 cos ,   0 2yy x y′ = = ; 

2. 
2 22y xy

xy
+′ = ; 

3. 2 1 0x y xy′ + + = ; 
4. ( ) ( )3 2 , 0 1, 0 1y y y y y′ ′′ ′= = = ; 
5. xyyy 2cos1265 =+′+′′ ; 

6. 
,

  (0) (0) 1.
2 ,

y z y
y z

z z y
′ = +⎧

= =⎨ ′ = −⎩
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Вариант 22. 
 

1. '12 xyyy =+ ; 

2. tg yxy y x
x

⎛ ⎞′ − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

3. ( ) ( )2 21 2 ,  1 1x y x y x y′ + − = = ; 
4. ( ) ( )2 , 0 1, 0 1y yy y y′′ ′ ′= = = ; 
5. 26 9 3y y y x x′′ ′− + = − + ; 

6. 
4 2 ,

  (0) (0) 1.
5 ,

y y z
z y

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 23. 
 

1. 21 yyx =+′ ; 

2. ln lny yxy x y
x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

3. ( )2 1 4 1x y xy′+ + = ; 

4. ( )( ) ( )22 6 0,    (2) 0, 2 2y y x y y y′ ′ ′′ ′+ − = = = ; 

5. xxeyyy 252 =+′−′′ ,  1)0( =y , 0)0( =′y ; 

6. 
5 3 ,

  (0) 3, (0) 1.
3 ,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= = −⎨ ′ = − −⎩
 

 
Вариант 24. 

 
1. 1xy y′ = + ; 

2. cosy yy
x x

⎛ ⎞′ = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

3. ( )2 31x y xy x x′+ − = − ; 
4. ''' ln '' 0y x x y− = ; 
5. xeyy 24 −=+′′ , 0)0( =y , 0)0( =′y ; 

6. 
3 ,

   (0) 2, (0) 3.
4 ,

y y z
y z

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = −⎩
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Вариант 25. 
 

1. xyxy sin)1(cos +=′ ; 
2. 2 2y x y xyy′ ′+ = ; 

3. ( ) ( )32 1 , 0 1
1

yy x y
x

′ − = + =
+

; 

4. ( ) ( )2 ln , 1 1, 1 3y x x y y′′ ′= = = ; 

5.  24 5 5 4y y y x′′ ′− + = − ; 

6. 
2 ,

  (1) (1) 1.
2 ,

y y z
z y

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = −⎩
 

Вариант 26. 
 

1. ( )22 1 0x y xy′− + = ; 
2. xy yy x y′ ′− = + ; 

3. ( )1tg ; 0 1
cos

y y x y
x

′ − = = ; 

4. ( ) ( ) ( )5 12 1; 1 1, 1
2

y x y y′′ ′− + = − = − = ; 

5. 2 8 16 4y y y x′′ ′+ − = + ; 

6. 
,

  (0) (0) 1.
,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = −⎩
 

Вариант 27. 
 1. ( )

2

2 5
0

x y
y

x
−

′ − = ; 

2. 2 2xy y x y′ − = + ; 
3. ( )32 cos ; 1xy y x x y π′ − = = ; 

4. ( ) ( ) ( )2 1 2 , 0 1, 0 3y x xy y y′′ ′ ′+ = = = ; 

5. 54 3 xy y y e′′ ′− + = ; 

6. 
5 ,

  (0) 1, (0) 1.
2 3 ,

y y z
y z

z y z
′ = − +⎧

= =⎨ ′ = − −⎩
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Вариант 28. 
 

1. ( )2 0x y y′+ − = ; 
2. ( )2 23 2 0y x dy xydx− + = ; 

3. ( )2ln ; 1 1yy x y
x

′ − = − = ; 

4. ( ) ( ) ( )21 2 , 2 0, 2xy x y y y e′′ ′ ′= + = = ; 

5. 24 8 8 4y y y x′′ ′− + = + ; 

6. 
4 ,

  (0) (0) 2.
3 ,

y y z
y z

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = +⎩
 

Вариант 29. 1. xey x cos2=′ ; 

2. 0
y
xxy xe y′ + − = ; 

3. ( )22 , 3 1yy x y
x

′ + = − = ; 

4. ( ) ( )ln ; 0 0, 0 1y y y y y′′ ′ ′ ′= = = ; 
5.  2 10 sin 2y y y x′′ ′+ + = − ; 

6. 
,

  (0) 2, (0) 0.
,

y y z
y z

z y z
′ = +⎧

= =⎨ ′ = −⎩
 

Вариант 30. 
 

1. ( ) ( )2 2 2 33 6 6 4 0x xy dx x y y dy+ + + = ; 

2. 0222 =−+′ xyyyx ; 
3. ( )43 , 1xxy y x e y e′ − = = ; 

4. 21 ; 3, 1
2 2

y y y yπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ ′ ′= − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

5. 2 8 3siny y y x′′ ′+ − = ; 

6. 
2 ,

    (0) 0, (0) 1.
2 ,

y y z
y z

z y z
′ = −⎧

= =⎨ ′ = −⎩
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 
  Таблица 4. 

№ Условие Возможные ответы 
1 Уравнение  

2y xy x y′ ′+ =  
является… 

� уравнением с разделяющимися 
переменными; 

� линейным уравнением; 
� уравнением Бернулли. 

2 Общий интеграл диффе-
ренциального уравнения  

2dy xy dx=  
равен… 

� 
2 1

2
x C

y
− = ; 

� 2 1x C
y

+ = ; 

� 
2

2
x y C= + . 

3 Общее решение диффе-
ренциального уравнения  

2y x′′ = +  
имеет вид… 

� 
3

2
1 26

xy x C x C= + + + ; 

� 3 2
1 26 1y x C x C x= + + + ; 

� 3 2
1 2 3y x C x C x C= + + + . 

4 Порядок дифференци-
ального уравнения  

tg cosy y x x′′ ′− =  
можно понизить заме-
ной… 

� ( )y z x′ = ; 

� ( )y z y′ = ; 

� ( )y z x′′ = ; 
� y zz′′ ′= . 

5 Общее решение диффе-
ренциального уравнения 

2 0y y y′′ ′+ − =  имеет 
вид… 
 

� 2
1 2

x xy C e C e−= + ; 
� 2

1 2
x xy C e C e−= + ; 

� ( ) 2
1 2

xy C C x e−= + . 

6 Частное решение уравне-
ния 39 xy y e′′ − =  следует 
искать в виде … 

� * 3xy Axe= ; 
� * 3xy Ae= ; 
� ( )* 3xy Ax B e= + ; 
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7 Частным решением урав-
нения 2 0y y y′′ ′− + = , 
удовлетворяющим усло-
виям 2y = , 1y′ =  при 

0x =  является… 

� 2 xy e= ; 
� ( )2 xy x e= + ; 

� x xy e e−= + ; 
� ( )2 xy x e= − . 

8 Частное решение уравне-
ния  

2 1y y y x′′ ′− + = +  
 имеет вид … 

� * 2y Ax Bx C= + + ; 
� *y Ax B= + ; 
� ( )*y x Ax B= + . 

9 Дифференциальное урав-
нение  

2 2y xy x y′+ =  
является… 

� уравнением в полных диффе-
ренциалах; 

� линейным уравнением; 
� однородным уравнением. 

10 Решением уравнения 
1xy′ =  

является… 

� lny x= ; 
� xy e= ; 
� 1y x= + . 

11 Общим решением линей-
ного дифференциального 
уравнения с постоянны-
ми коэффициентами и 
характеристическими 
корнями  

1 2 32,   1λ λ λ= = =  явля-
ется… 

� ( ) 2
1 2 3

x xy C C x e C e= + + ; 

� ( ) 2
1 2 3

x xy C C x e C e= + + ; 

� 1 2 3
xy C C x C e= + + ; 

� 1 2cos 2 sin 2y C x C x= + ; 

� ( )2
1 2 3

xy C C x C x e= + + . 

12 Линейным дифференци-
альным уравнением на-
зывается уравнение ви-
да… 

� ( ) ( )y p x y q x′ + = ; 

� ( ) ( )p x
y q x

y
′ + = ; 

� ( ) ( ) ny p x y q x y′ + = ; 

� ( ) ( ) 0p x dx q y dy+ = . 
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