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Введение 
Возникновение тригонометрии обусловлено потребностями 

вычислительной практики, а именно, необходимостью создания 
аппарата для вычисления элементов различных геометрических 
фигур по достаточному количеству их заданных элементов. 

Каждому приходилось наблюдать за движением различных 
частей всевозможных машин и станков. Характерной особенно-
стью часто встречающихся движений является их повторяемость 
через один и тот же промежуток времени. Такие движения назы-
ваются периодическими. 

Клапаны парораспределительного механизма паровой ма-
шины периодически открываются и закрываются, поршень маши-
ны, подобно маятнику часов, периодически повторяет своё прямо-
линейное движение от одного своего крайнего положения к друго-
му и обратно, маховик и коленчатый вал совершают повторяющие-
ся круговые движения и т. д. 

Но не только механические движения могут иметь периоди-
ческий характер. Таким свойством обладают многие световые, зву-
ковые и электромагнитные явления, а также целый ряд явлений, 
наблюдаемых нами в самой природе ( движение планет, смена дня 
и ночи, смена времён года, приливы и отливы на морях и т. п.) и в 
организме человека ( работа сердца и кровообращение ). 

Периодические процессы и явления изучаются физиками, 
механиками, астрономами, математиками и другими учёными. За-
кономерности тех или иных периодических явлений учёные запи-
сывают в виде функций, а затем, исследуя эти функции, раскрыва-
ют внутреннее содержание таких явлений и указывают пути прак-
тического использования их на благо человека. 

К концу X века учёные исламского мира уже оперировали 
наряду с синусом и косинусом другими функциями - тангенсом и 
котангенсом (аль-Баттани и Абу-ль-Вефа). 

Быстрое развитие естествознания требовало дальнейшего 
развития математического аппарата, в частности теории обратных 
круговых функций. Швейцарский математик Даниил Бернулли 
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(1700-1782), являвшийся академиком Петербургской Академии на-
ук, в 1729 году рассматривал обратную функцию относительно у = 
sin х, а немного позднее, в 1736 году, Леонард Эйлер рассматривал 
обратную функцию относительно у = tg х; а дальше стали изучать-
ся и остальные обратные круговые функции. 

В настоящее время тригонометрия продолжает оставаться 
весьма важной самостоятельной учебной дисциплиной. В школь-
ном курсе математики тригонометрия по справедливости имеет 
значительный удельный вес. 

Задачи по тригонометрии постоянно предлагаются при тес-
тировании на ЕГЭ,  на вступительных экзаменах в университеты и 
вузы. 

Особый интерес представляют задачи, опирающиеся на об-
ратные тригонометрические функции. Они вызывают наибольшие 
затруднения при изучении всего курса тригонометрии. 

Обратным тригонометрическим функциям в школе уделяет-
ся мало времени, и в результате многие о них остается смутное 
представление. Вся теория этих функций кажется туманной, слож-
ной и заполнений большим количеством головоломных формул, 
которые невозможно ни вывести, ни запомнить. Связано это, пре-
жде всего, с тем, что в действующих учебниках и учебных пособи-
ях подобным задачам уделяется не слишком большое внимание, и 
если с задачами на вычисление значений обратных тригонометри-
ческих функций учащиеся ещё как-то справляются, то уравнения и 
неравенства, содержащие эти функции, нередко ставят их в тупик. 
Последнее не удивительно, поскольку практически ни в одном 
учебнике (включая учебники для классов с углублённым изучени-
ем математики) не излагается методика решения даже простейших 
уравнений и неравенств такого рода. 

На самом же деле обратные тригонометрические функции 
далеко не так страшны. Исходные определения очень просты, а для 
того, чтобы работать с ними, достаточно знать обычную тригоно-
метрию. Что же касается головоломных формул, то знание триго-
нометрии позволит запомнить их и научиться выводить. 
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Теория обратных тригонометрических функций является 
своеобразным «зеркальным» отражением теории тригонометриче-
ских функций и содержит столько же интересных задач. Решение 
задач, содержащих аркфункции, будет способствовать наилучшему 
усвоению теории тригонометрических функций и развитию функ-
ционального мышления, а также навыков тождественных преобра-
зований. 

Это обстоятельство и побудило нас подробно рассмотреть 
теоретические вопросы и практические задачи, касающиеся обрат-
ных тригонометрических функций. 
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Определения аркфункций 
 
Прежде всего, дадим определения и приведем обозначения. 
Из свойств функции xy sin= следует, что при 11 ≤≤− y  суще-

ствует бесконечное множество углов x , удовлетворяющих уравне-
нию ax =sin . Решая простейшие тригонометрические уравнения, 
мы видим, что каждому значению тригонометрических функций 
соответствует не одно, а бесконечное множество значений аргу-
мента. 

Например. 
1) xy sin= . 

При 
2
1

=y  аргумент x  может принимать значения: 30°; 390°; 

750°; …; 30°+360°⋅n, т.к. период функции равен 360° или 2π. 
2) xy cos=  

При 
2
2

=y  аргумент x  может принимать значения: 

nπππππ 2
4

;...;
4

17;
4

9;
4

+ . 

3) xy  tg=  
При 3=y  аргумент x  может принимать значения: 

nπππππ
+

3
;...;

3
7;

3
4;

3
, т.к. период функции xy tg=  равен π. 

Одно из этих значений будем называть главным.  
Если ax =sin , то главное значений аргумента обозначим 
aarcsin . 
Аналогично,  

ax =cos , ax arccos= . 
ax =tg , ax arctg= . 
ax =ctg , ax arcctg= . 

Отметим, что главные значения углов – это одно из беско-
нечного множества значений аргумента, тригонометрическая 
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функция которого равна a , и поэтому  
aa =)sin(arcsin   (1.1) 
aa =)cos(arccos   (1.2) 

aa =)arctg(tg   (1.3) 
aa =)arcctg(ctg   (1.4) 

Дадим определения обратных тригонометрических функ-
ций. 

Определения. 
arcsin a – это угол, синус которого равен x  и который ле-

жит в отрезке между 
2
π

−  и 
2
π . Можно записать это определение 

так: 
22

)2  ,sin)1  ,arcsin ππ
≤≤−== хaхеслиaх . 

arccos a – это угол, косинус которого равен x  и который 
лежит в отрезке между 0 и π . 

arctg a – это угол, тангенс которого равен x  и который ле-

жит в интервале между 
2
π

−  и 
2
π . 

arcctg a – это  угол, котангенс которого равен x  и который 
лежит в интервале между 0 и π . 

 
Пример 1. Используя тождества (1), найти х из уравнений: 

а) 
3

arccos π
=x ; 

б) 
2

arcsin π
−=x ; 

в) 
4

arctg π
=x ; 

г) °−= 30arcctgx ; 
д) °= 45arcsin x ; 
е) °= 120arccos x ; 
ж) °−= 30arctgx ; 

(1) 

Функции у=sin x, y=tg x, 
y=ctg x нечетные, т.е.  

sin(-x)=-sin x, 
tg(-x)=-tg x, 

ctg(-x)=-ctg x. 
Функция y=cos x четная, 
т.е cos(-x)=cos x. 
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з) °=150arcctgx . 
Решение. Приведем решение примеров а), г) и е). Осталь-

ные попробуйте решить самостоятельно, используя подсказки, ука-
зания и ответы. 

а) 
3

arccos π
=x . 

Воспользуемся формулой (1.2). 

3
cos)cos(arccos π

=x , 
3

cos π=x , 
2
1

=x . 

г) °−= 30arcctg x . 
По формуле (1.4): )30(ctg)arcctg(ctg °−=x , 
по подсказке: °−= 30ctgx , 

3−=x . 
е) °= 120arccos x , 

°= 120cos)cos(arccos x , °= 120cosx , 
2
1

−=x . 

Или, используя формулы приведения, 

2
130sin)3090cos(120cos −=°−=°+°=° . 

Ответ. а) 
2
1

=x ; г) 3−=x ; е) 
2
1

−=x . 

Разобравшись с символами, укажем интервалы, в которых 
заключены главные значения (Таблица 1). 

Таблица 1. 
ax arcsin=  ax arccos=  ax arctg=  ax arcctg=  

11
22

sin

≤≤−

≤≤−

=

a

x

ax
ππ  

11
0
cos

≤≤−
≤≤
=

a
x

ax
π  

Ra

x

atgx

∈

<<−

=

22
ππ  

Ra
x

actgx

∈
<<
=

π0  (2) 

Рассмотрим все аркфункции и их свойства. Представим все 
исследования в таблице. 



 
Фун
кция Свойства График График 

y=
ar

cs
in

 x
 

D(x)=[-1;1]. 

E(Y)= ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
;

2
ππ . 

Функция возрастает при 
х ∈ [-1;1]. 
Функция нечетная: 

xx arcsin)arcsin( −=−  
Функция непрерывна на 
[-1;1].  

 

y=
ar

cc
os

 x
 

D(x)=[-1;1]. 
E(Y)= [ ]π;0 . 
Функция убывает при х 
∈ [-1;1]. 
Функция не является ни 
четной, ни нечетной: 

xx arccos)arccos( −=− π  
Функция непрерывна на 
[-1;1].   

 

у

х1-1 0

π

2
π

y

x

2
π

2
π

−

0

y

x0 0π

у

х0

2
π

2
π

−

-1 1
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y=
ar

ct
g 

x 

D(x)=R. 

E(Y)= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
;

2
ππ  

Функция возрастает во 
всей области определе-
ния. 
Функция нечетная: 

xx arctg)(arctg −=− . 
Функция непрерывна 
при х ∈ (-∞;+∞)   

y=
ar

cc
tg

 x
 

D(x)=R. 
E(Y)= ( )π;0 . 
Функция убывает во 
всей области определе-
ния 
Функция не является ни 
четной, ни нечетной: 

xx arcctg)(arcctg −=− π . 
Функция непрерывна 
при х ∈ (-∞;+∞).   

 

y

x0 0π

y

x

2
π

2
π

−

0

2
π

0 

π

х 

2
π

2
π

−

х

у

0



Пример 2. Записать главные значения углов, используя вве-
денные обозначения и свойства обратных тригонометрических 
функций: 

а) 
7
1sin =x ;  б) 

3
2sin −=x ; 

в) 3,0cos =x ; г) 6,0cos −=x ; 
д) 2 tg =x ;  е) 7,1 tg −=x ; 
ж) 1 ctg =x ;  з) 4 ctg −=x . 
Решение.  

а) 
7
1sin =x , по формулам (1) 

7
1arcsin=x ; 

г) 6,0cos −=x , 
)6,0arccos( −=x , 

)6,0arccos(−= πx . 

Ответ. а) 
7
1arcsin ; г) )6,0arccos(−π . 

Пример 3. Какие из следующих выражений не имеют смыс-
ла и почему? 

а) 
3
1arccos ;  б) )5,1arcsin( ;  в) )8,0(arctg ; 

г) 3
5arcsin π

; д) )5,2arccos( − ;  е) )3,0arccos( . 

Решение.  
б) )5,1arcsin( . Согласно таблице (2), для ax arcsin= , [ ]1;1−∈a , 
поэтому )5,1arcsin(  не существует, т.к. 5,1=a , [ ]1;15,1 −∉ . 

Ответ. б) не имеет смысла. 
Пример 4. Установить, что больше, используя график 

функции y=sin x или y=cos x. 
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а) )56,0arcsin( −  или )34,0arcsin( − ; 
б) 47,0arcsin  или 29,0arcsin ; 
в) 51,0arccos  или )3,0arccos( − ; 
г) 8,0arccos  или 6,0arccos ; 
д) )34,0arccos( −  или )77,0arccos( − . 
Решение.  
а) )56,0arcsin( −  или )34,0arcsin(− . 

Пусть 1)56,0arcsin( x=− , тогда 56,0sin 1 −=x .  

Построим прямую 56,0−=y . Найдем точку пересечения этой 
прямой с графиком функции y=sin x, затем – проекцию точки пере-
сечения на ось ОХ - 1x . 
Аналогично для )34,0arcsin(− найдем 2x . 
Очевидно, что 21 xx < , следовательно, )56,0arcsin(− < )34,0arcsin(− . 
в) 51,0arccos  или )3,0arccos( − . 

Пусть 151,0arccos x= , тогда 51,0cos 1 =x . Построим пря-
мую 51,0=y . Найдем точку пересечения этой прямой с графиком 
функции y=cos x, затем – проекцию точки пересечения на ось ОХ - 

1x . 
Аналогично для )3,0arccos( − найдем 2x . 

2
π
−

2
π x

1

1−

xy sin=
y

1x 2x

34,0−

56,0−
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Очевидно, что 21 xx < , следовательно, 51,0arccos < )3,0arccos( − . 

Пример 5. Найти угол )
2
1arccos(− . 

Решение. Обозначим α=− )
2
1arccos( , тогда 

2
1cos −=α . Ре-

шим задачу на тригонометрической окружности. Отметим на оси 

ОХ величину 
2
1

−  и построим токи А и В. Положения ОА и ОВ 

В 

А 
у

х 
2
1

−
2
1

− О

α 

x

y
1

1−

0
π

xy cos=

51,0

3,0−

1x
2x
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подвижного радиуса соответствуют углам, косинус которых равен 

2
1

−  (т.е. углам, входящим в множество решений уравнения 

2
1cos −=x ). 

Стрелкой изобразим угол α, лежащий между 0 и π; очевидно, что 

3
2πα = , т.е. 

3
2

2
1arccos π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − . 

Ответ. 
3

2π . 

Пример 6. Построить главные дуги 

а) 
5
2arcsin и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

5
2arcsin ; 

б) 
3
2arccos  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2arccos . 

Решение.  

а) Пусть α=
5
2arcsin , β=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

5
2arcsin , тогда 

5
2sin =α  и 

y

x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

5
2;01N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

5
2;02N

( )0;1A

1M

2M

5
2arcsin

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

5
2arcsinО
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5
2sin −=β . Отметим точки 

5
2  и 

5
2

−  на оси ОУ. Проведем прямые, 

проходящие через т очки 1N  и 2N , параллельно оси OX  до пре-
сечения с окружностью ( точки 1M  и 2M ). Дуги 1AM  и 2AM  

соответственно равны значениям 
5
2arcsin  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

5
2arcsin , т.е. 

5
2arcsin1 =AM , 

5
2arcsin

5
2arcsin2 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=AM . 
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Тригонометрические функции обратных тригонометри-
ческих функций 

 
Тригонометрические функции от одного и того же аргумен-

та выражаются алгебраически одна через другую, поэтому в ре-
зультате выполнения какой-либо тригонометрической операции 
над любой из аркфункций получается алгебраическое выражение.  

В силу определения аркфункций:  
 

sin(arcsin(x)) = x, 
cos(arccos(x)) = x справедливо только для x ∈ [-1;1] 

tg(arctg(x)) = x , 
ctg(arcctg(x)) = x справедливо при x ∈ R 

 
Сводка формул, получающихся в результате выполнения 

простейших тригонометрических операций над аркфункциями. 
 

Таблица 2 
  Аргу- 
    мент 
 
Функ-
ция 

arcsin(x) arccos(x) arctg(x) arcctg(x) 

sin x 21 x−  21 x
x
+

 
21

1
x+

 

сos 21 x−  х 21
1

x+
 

21 x
x
+

 

tg 21 x
x
−

 
x

x21−  x 
x
1  

ctg 
x

x21−  21 x
x
−

 
x
1  x 
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Разберите доказательство, приведенное ниже, для вывода 
формулы 21)cos(arcsin xx −= . 

Доказательство.  
Т.к. cos2x + sin2x = 1 и φ = arcsin(x), то 

ϕϕ 2sin1cos −±= , тогда 
22 1)]n[sin(arcsi1)cos(arcsin xxx −±=−±= . 

Перед радикалом )1( 2x− следует взять знак “+”, т.к. дуга 
xarcsin=ϕ принадлежит правой полуокружности (замкнутой) 

22
πϕπ

≤≤− , на которой косинус неотрицательный. 

Значит, имеем 21)cos(arcsin xx −= . Что и требовалось доказать. 

Выведите формулу 
x

x 1)arcctg(tg = , используя тождество 

ϕ
ϕ

ctg
1tg = . 

Выведите формулу 
21

)(arcsintg
x

xx
−

= , используя тожде-

ство 
ϕ
ϕϕ

cos
sintg = . 

Выведите формулу 21)sin(arccos xx −= , используя тож-

дество ϕϕ 2cos1sin −= . 
Пример 7. Преобразовать выражения  
а) )arcsin2sin( x ; б) )arccos2cos( x ; в) )arctg2(tg x . 
Решение.  
а) Пусть ϕ=xarcsin , тогда ϕ2sin)arcsin2sin( =x .  
Применяем формулу ϕϕϕ cossin22sin = , имеем:  

212)cos(arcsin)sin(arcsin2)arcsin2sin( xxxxx −== . 

Ответ. 212 xx − . 
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Пример 8. Преобразовать выражения  
а) )arcsinsin(arcsin yx + ; б) )arccoscos(arccos yx + ; 
в) )arcsinsin(arccos yx + ; г) )arcsinsin(arcsin yx − ; 
д) )arctgarctg(tg yx − ; е) )arctgarctg(tg yx + ; 
ж) )arcsin(arcsintg yx + . 
Решение.  
а) Пусть α=xarcsin , β=yarcsin . 
По формуле βαβαβα sincoscossin)sin( ⋅+⋅=+ , тогда 

22 11

)sin(arcsin)cos(arcsin)cos(arcsin)sin(arcsin
)arcsinsin(arcsin

xyyx

yxyx
yx

−+−=

=+=
=+

 

Ответ. 22 11 xyyx −+− . 
Пример 9. Преобразовать выражения 

а) )arctg2sin( x ; б) )arctg2cos( x ; в) )arccos
2
1cos( x . 

Решение.  
а) Пусть ϕ=xarctg , тогда ϕ2sin)arctg2sin( =x .  

По формуле 
ϕ

ϕϕ 2tg1
tg22sin

+
=  получим 21

2)arctg2sin(
x
xx

+
= . 

Ответ. 21
2

x
x

+
. 

Пример 10. Вычислить:  

а) )
3
2arctgcos(132 ; б) )

7
1(arcsintg ;  

в) )
3
2arcsin2(gt ;   г) ))

3
1(arcsin(tg − . 

Решение. 
а) Первый способ (алгебраический). Значение выражения 

)
3
2arctgcos(132  можно найти по формулам таблицы 2. 
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Второй способ (геометрический). Значение выражения 

)
3
2arctgcos(132  можно найти, используя теорему Пифагора. 

Напомним, что значения обратных тригонометрических функций 
от положительных чисел – это углы, лежащие в I четверти, т.е. ост-
рые углы. А их можно найти в прямоугольном треугольнике. 

Пусть α=
3
2arctg  - это угол в треуголь-

нике, тангенс которого равен 
3
2 , т.е противо-

лежащий катет относится к прилежащему как 
3:2 . Найдем гипотенузу 

1332 22 =+=x . 
13
3cos =α ; т.к. 

3
2arctg=α , то 

13
3

3
2arctgcos = , 

умножим обе части на 132 , полу-
чим 

6
13
3132

3
2arctgcos132 =⋅= . 

Таким образом, 

6
3
2arctgcos132 = . 

б) Пусть α=
7
1arcsin , т.е противолежащий катет равен 1, а 

гипотенуза равна 7. найдем по теореме Пифагора неизвестный ка-
тет 4817 22 =−=x . Так как в прямоуголь-
ном треугольнике тангенс острого угла равен 
отношению противолежащего катета к при-

лежащему, то 
x
1tg =α  или 

48
1tg =α , т.к. 

α
3

2
x

В прямоугольном тре-
угольнике: 
1) косинус острого угла 
равен отношению при-
лежащего катета к ги-
потенузе; 
2) синус острого угла 
равен отношению про-
тиволежащего катета 
к гипотенузе. 

α
7

1
x



 21 

7
1arcsin=α . Таким образом, 

48
1)

7
1(arcsintg = . 

Ответ. а) 6; б) 
48
1 . 

Пример 11. Вычислить 

а) )
4
3arctg

4
3sin(arcsin + ;  б) )

5
4arcsin

5
3sin(arcsin + . 

Решение. 

а) Пусть α=
4
3arcsin , β=

4
3arctg . Воспользуемся формулой 

βαβαβα sincoscossin)sin( ⋅+⋅=+ . Тогда 

.
4
3arctgsin

4
3arcsincos

4
3arctgcos

4
3arcsinsin

)
4
3arctg

4
3sin(arcsin

⋅+⋅=

=+
 

Вычислим отдельно каждую величину в выражении. 

1) 
4
3

4
3arcsinsin =  по формулам (1). 

2) Значение выражения 
4
3arctgcos  найдем геометрическим 

способом. Пусть ϕ=
4
3arctg , тогда 

4
3tg =ϕ . Так как в прямоуголь-

ном треугольнике тангенс острого угла равен отношению проти-
волежащего катета к прилежащему, то имеем прямоугольный 

треугольник с катетами 3 и 4, в котором ги-
потенуза, по теореме Пифагора, равна 5: 

543 22 =+=x . Тогда, 
x
4cos =ϕ , 

5
4cos =ϕ , 

следовательно 
5
4

4
3arctgcos = . 

Проверим алгебраическим способом (формулы таблицы 2). 

ϕ
4

3
x
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.
5
4

25
16

4
34

1

4
31

1
4
3arctgcos

2

222
==

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=  

3) Найдем значение выражения 
4
3arcsincos . 

Геометрически. Пусть ϕ=
4
3arcsin , тогда 

4
3sin =ϕ . Из пря-

моугольного треугольника неизвестный катет, по теореме Пифаго-

ра, равен 734 22 =−=x . Тогда 

4
cos x

=ϕ , 
4
7cos =ϕ , следовательно 

4
7

4
3arcsincos = . 

Алгебраически. 
4
7

4
34

4
31

4
3arcsincos 2

222

=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= . 

4) Найдем значение выражения 
4
3arctgsin . 

Геометрически. Пусть ϕ=
4
3arctg , тогда 

4
3tg =ϕ . Восполь-

зуемся результатами пункта 2). Тогда, 
x
3sin =ϕ , 

5
3sin =ϕ , следова-

тельно 
5
3

4
3arctgsin = . 

Алгебраически. 
5
3

5
4

4
3

4
31

4
3

4
3arctgsin

2
=⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= . 

Подставим найденные значения в исходное выражение. 

ϕ

4
3

x
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.
4
71

5
3

5
3

4
7

5
4

4
3

4
3arctgsin

4
3arcsincos

4
3arctgcos

4
3arcsinsin

)
4
3arctg

4
3sin(arcsin

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=⋅+⋅

=⋅+⋅=

=+

 

Ответ. .
4
71

5
3

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅  
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Решение уравнений, содержащих обратные тригономет-
рические функции 

 
При решении уравнений, содержащих обратные тригоно-

метрические функции, часто пользуются приемом вычисления зна-
чений тригонометрических функций обеих частей уравнения, ко-
торый позволяет освободиться от знаков обратных тригонометри-
ческих функций и свести выражение к решению алгебраических 
выражений. 

Но такой поход не является равносильным. Следовательно, 
нужна проверка полученных корней уравнений путем подстановки 
их в исходное уравнение. 

Однако, если можно установить принадлежность обеих час-
тей уравнения одному и тому же промежутку, в котором берущаяся 
от обеих частей функция монотонна, то в области допустимого 
значения можно выделить область значений для х, такую что пере-
ход окажется эквивалентным. 

Пример 12. Решить уравнения: 

а) xxx arctg
3

arctg
2

arctg =+ ; 

б) 
4

5)1(arctg)2(arctg π
=+−+ xx ; 

в) )3(arcctg)1(arctg
2

2 −=++ xxπ ; 

г) 
2

arcsin2)1arcsin( π
=−− xx ; 

д) xx 3arcsin4arccos = ; 
е) 0)33(arctg4 2 =−−− πxx ; 
ж) π=+− )5.86arcsin(6 2 xx ; 
Решение.  
а) Область допустимых значений: х∈R. 
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),arctg(tg)
3

arctg
2

arctg(tg xxx
=+  т.к. αα =tgarctg , при 

R∈α , то 

.1 x,0 ,1
,0)1(  ,0

,65

,6 ,
6

5 ,

32
1

32

,
)

3
arctg(tg)

2
arctg(tg1

)
3

arctg(tg)
2

arctg(tg

321

23

3

2

==−=
=−=−

−=

±≠=
−

=
⋅−

+

=
⋅−

+

xx
xxxx

xxx

xx
x
xx

xx

xx

x
xx

xx

 

Выполним проверку. 

уравнения. корень - 1 

,
44

 ,
4

1arctg)1(arctg

,
4

)
3
1arctg

2
1arctg()

3
1(arctg

2
1arctg

.1  )1

−=

−=−−=−=−

−=+−=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−=

x

x

πππ

π

 

уравнения. корень - 0
,00

,0arctg0arctg0arctg
.0  )2

=
=

=+
=

x

x
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уравнения. корень - 1
 ,11  ,1)1arctg(tg

,1

6
5
6
5

3
1

2
11

3
1

2
1

)
3
1arctg(tg)

2
1arctg(tg1

)
3
1arctg(tg)

2
1arctg(tg

)
3
1arctg

2
1arctg(tg

.1  )3

=
==

==
⋅−

+
=

=
⋅−

+
=

=+

=

x

x

 

При этом )
2

;0(
3
1arctg

2
1arctg π

∈+  и )
2

;0(
4

ππ
∈ , где xy tg=  - 

монотонная функция. 
Ответ. .1 x,0 ,1 321 ==−= xx  
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Решение неравенств, содержащих обратные тригономет-
рические функции 

 
Рассмотрим примеры решения неравенств, содержащих об-

ратные тригонометрические функции. 
Пример 13. Решить неравенства 
а) xx arctgarccos > ; 
б) xx arccosarcsin > ; 
в) ( ) ( )84arcctg168arcctg 22 +−≤−− xxxx ; 
г) ( ) ( )3arccos3arccos 2 +≤− xx . 
Решение.  
а) Из рисунка видно, что xx arctgarccos >  при [ )0;1 xx −∈ , 

0x  - решение уравнения xx arctgarccos = . 

Найдем точку пересечения графиков функций. Для этого 
решим уравнение xx arctgarccos = . Вычисляя косинусы обеих час-
тей, получим )arctgcos()cos(arccos xx = , 

х0 

у 

х1-1 0

π

2
π

xy arccos=

arctgxy =
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.01

,
1

1

,
1

1

24

2
2

2

=−+
+

=

+
=

xx
x

x

x
x

 

Пусть 0  ,2 ≥= ttx . 

корень. йпосторонни -   ,0

  ,
2

15  ,
2

15  ,
2

15

корень. йпосторонни -   ,0

  ,
2

51  ,
2

51  ,5

,01

22

21
2

22

21

2

xx

xxx

tt

ttD

tt

<

−
−=

−
=

−
=

<

−−
=

+−
==

=−+

 

Таким образом,  

2
15

0
−

=x . 

в) Так как для функции xy arcctg=  Rx∈ , исходное нера-
венство равносильно следующему 

84168 22 +−≤−− xxxx , 
0954 2 ≥−− xx , 

⎢
⎢

⎣

⎡

≤

−≤

;
4
9

,1

x

x
 

( ] ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞∪−∞−∈ ;
4
91;x . 

Ответ. а) 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−

2
15;1 в) ( ] ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ +∞∪−∞− ;
4
91; . 
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Заключение 
Обучение математике происходит в процессе решения задач, 

где особую роль играют задачи исследовательского характера. 
Справочное пособие посвящено решению задач с обратными три-
гонометрическими функциями – одному из наиболее сложных раз-
делов школьной математики. 

Авторы надеются, что решение подобного рода задач позво-
лит учащимся заглянуть «за страницы» учебника, попробовать на-
чать творческую исследовательскую работу, расширить свой кру-
гозор.



30 

Ответы, указания и решения 

Пример 1. б) -1; в) 1; д) 
2
2 ; ж) 

3
3

− ; з) 
3
3

− . 

Пример 2. б) 
3
2arcsin− ; в) )3,0arccos( ; д) 2arctg ; е) 

)7,1(arctg− ; ж) 1arcctg ; з) 4arcctg−π . 
Пример 3. а) имеет смысл; в) имеет смысл; г) не имеет 

смысла; д) не имеет смысла; е) имеет смысл. 
Пример 4. б) 47,0arcsin > 29,0arcsin ;  
г) 8,0arccos < 6,0arccos ;  
д) )34,0arccos( − < )77,0arccos( − . 

Пример 6. Решение. б) Пусть α=
3
2arccos , 

β=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

3
2arccos , тогда 

3
2cos =α  и 

3
2cos −=β . Отметим точки 

y 

x 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0;

3
2

1N⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 0;

3
2

2N ( )0;1A

1M2M

3
2arccos

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
2arccos

О
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3
2

 и 3
2

−  на оси ОХ. Проводим прямые, проходящие через точки 

1N  и 2N , параллельно оси OY до пресечения с окружностью ( 
точки 1M  и 2M ). Дуги 1AM  и 2AM  соответственно равны зна-

чениям 
3
2arccos  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
2arccos , т.е. 

3
2arccos1 =AM , 

3
2arccos

3
2arccos2 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= πAM . 

Пример 7. б) 12 2 −x ; в) 21
2

x
x

−
  

Указания: б) преобразуйте выражение )arccos2cos( x , поло-
жив ϕ=xarccos  и воспользовавшись формулой 

ϕϕϕ 22 sincos2cos −= ; в) для преобразования выражения вос-

пользуйтесь формулой 
ϕ
ϕϕ 2tg1

tg22tg
−

= .  

Пример 8. б) ;11 22 yxxy −−−  в) ;11 22 xyyx +−−  г) 

;11 22 xyyx −−−  д) ;
1 xy

yx
+
+  е) ;

1 xy
yx

−
+

 ж) 
xyyx

xyyx

−−−

−+−
22

22

11

11 .  

Указания: для преобразования выражений примера восполь-
зуйтесь формулами  

βαβαβα sinsincoscos)cos( ⋅−⋅=+ ;  
βαβαβα sincoscossin)sin( ⋅±⋅=± ;  

βα
βαβα

tgtg1
tgtg)(tg
⋅

+
=±

m
. 

Пример 9. б) 
2

2

1

1

x

x

+

− ; в) 
2

1 x+ .  
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Указания: б) 
ϕ
ϕϕ 2

2

tg1
tg12cos

+
−

= ; в) 
2
cos1

2
cos ϕϕ +

±= ; перед 

радикалами взять знак “+”, т.к. дуга xarccos
2
1 принадлежит I чет-

верти, а потому левая часть неотрицательная. 
Пример 10. в) 54 ; г) 22− . Указания: в) воспользуйтесь 

формулой 
ϕ
ϕϕ 21

tg22tg
tg−

=  и заменой ϕ=
3
2arcsin ;  

г) απα arccos)arccos( −=− ; ααπ tg)(tg −=− . 
Пример 11. б) 1. 

Пример 12. б) х∈∅; в) -2;1; г) 0; д) 
5
1

; е) -1;4; ж) 2;4. 

б) Решение. Область допустимых значений: х∈R. 

.1 ,2
,023 ,133

,1)1()2(1

 ,1
)1()2(1

1

 ,1
)1()2(1

)1()2(

),
4

(tg
))1(arctg(tg))2(arctg(tg1

))1(arctg(tg))2(arctg(tg

,
4

5tg))1(arctg)2(arctg(tg

21

22

−=−=
=++=++

=+⋅++

=
+⋅++

=
+⋅++
+−+

+=
+⋅++
+−+

=+−+

xx
xxxx

xx
xx

xx
xx

xx
xx

xx

ππ

π

 

Выполним проверку. 
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,
4

5
4

 ,
44

0

)1(arctg0arctg
)12(arctg)22(arctg

.2 )1

ππππ
≠=+=

=−−=
=+−−+−

−=x

 

х=-2 – не является корнем уравнения. 

,
4

5
4

 ,
4

0
4

0arctg1arctg

)11(arctg)21(arctg
.1 )2

πππ

π

≠=

=−=−=

=+−−+−
−=x

 

х=-1 – не является корнем уравнения. 
в) Решение. Область допустимых значений х∈R. 
По определению π<−< )3(arcctg0 x . Так как 012 >+x , то 

).;0(;
2

 а ,)1(arctg
22

,
22

)1(arctg
22

,
2

)1(arctg0

2

2

2

ππππππ

ππππ

π

⊂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<++<

+<++<

<+<

x

x

x

 

Вычисляя, котангенс обеих частей получим эквивалентное 
уравнение, так как эта функция на (0;π) монотонная функция. 

.1 ,2
,02  ,3)1(

)),3(arcctg(ctg))1(arctg(tg

)),3(arcctg(ctg))1(arctg
2

(ctg

21

22

2

2

=−=
=+−−−=+−

−=+−

−=++

xx
xxxx

xx

xxπ

 

Проверка не обязательна. 
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г) Решение. Область допустимых значений: 

[ ].1;0
;11

,20
;11
,02

;11
,111

;1

,11

∈⇒
⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤

⇔
⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤−

⇔
⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤−≤−

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≤−

x
x

x
x
x

x
x

x

x

 

Запишем уравнение в виде xx arcsin2
2

)1arcsin( +=−
π . 

Установим принадлежность обеих частей одному и тому же 
промежутку. 

,
2

;
2

)1arcsin( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈−

ππx  но ,
2

arcsin
2

 ππ
≤≤− x  

,arcsin2 ππ ≤≤− x  

.
2

3;
2

arcsin2
2

 т.е.,
2

3arcsin2
22 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈+≤+≤−

ππππππ xx  

Таким образом, левая и правая части этого уравнения при-
надлежат разным промежуткам, значит необходима проверка кор-
ней. 

Получим эквивалентное уравнение  

.
2
1 ,0

.02
,211

),(arcsinsin21))1(sin(arcsin
),arcsin2cos())1(sin(arcsin

),arcsin2
2

sin())1(sin(arcsin

21

2

2

2

==

=−

−=−

−=−

=−

+=−

xx

xx
xx

xx
xx

xx π

 

Выполним проверку.  
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 ,
26

 ,
26

2
6

,
22

1arcsin2
2
1arcsin

.
2
1  x2)

уравнения. корень - 0 ,
22

,
2

02
2

  ,
2

0arcsin21arcsin

.0  )1

πππππ

π

ππ

πππ

≠−=⋅−

=−

=

==

=⋅−=−

=

x

x

 

2
1

=x  - не является корнем уравнения. 

д) Решение. Область допустимых значений: 

.
4
1;

4
1

;
3
1

3
1

,
4
1

4
1

;131
,141

;13

,14
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

≤≤−
⇔

⎩
⎨
⎧

≤≤−
≤≤−

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

≤
x

x

x

x
x

x

x
 

Заметим, что при 03arcsin  ,04arccos  ,
4
1;0 >>⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈ xxx  и мо-

нотонны на ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
;0 π . Поэтому получим эквивалентное уравнение на 

этом интервале, взяв синус обеих частей уравнения для ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

4
1;0x  

уравнения. корень - 
5
1  ,125  ,3161

),3sin(arcsin)4sin(arccos

22 ===−

=

xxxx

xx
 

Если ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈ 0;

4
1x , то ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈ 0;

2
3arcsin  ,

2
;4arccos πππ xx . 
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Следовательно, на рассматриваемом интервале уравнение не имеет 
корней. 

е) Решение. Запишем уравнение в виде 

4
)33(arctg 2 π
=−− xx . 

Так как ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈−−

2
;

2
)33(arctg 2 ππxx  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

2
;

24
πππ , то  

.4  ,1
,043
,133

,
4

tg))33(arctg(tg

21

2

2

2

=−=
=−−

=−−

=−−

xx
xx
xx

xx π

 

ж) Решение. Запишем уравнение в виде 

6
)5,86arcsin( 2 π
=+− xx . 

Так как ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∈+−

2
;

2
)5,86arcsin( 2 ππxx  и ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−∈

2
;

26
πππ , то 

.4  ,2
,086

,5,05,86

,
6

sin))5,86(sin(arcsin

21

2

2

2

==
=+−

=+−

=+−

xx
xx
xx

xx π

 

Пример 13. б) ⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛
∈ 1;

2
2x ; г) -2. 

б) Решение. Первый способ решения. Если 01 <≤− x , то 
0arccos  ,0arcsin >< xx , неравенство не имеет решения. 

Если 10 ≤≤ x , то 
2

arccos0  ,
2

arcsin0 ππ
≤≤≤≤ xx . 
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Так как функция xy sin=  на промежутке ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
;0 π  монотонно 

возрастает, то  

.1;
2
2

;;
2
2

2
2;

,10

;0
2
1

,10

;1
,10

;1

,10

,1

),sin(arccos)sin(arcsin

2222

2

⎥
⎦

⎤
⎜⎜
⎝

⎛
∈

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞∪⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∞−∈

≤≤

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤≤
⇔

⎩
⎨
⎧

−>

≤≤
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−>

≤≤

−>

>

x

x

x

x

x

xx
x

xx

x

xx

xx

 

Второй способ решения. Функции xy arcsin=  и xy arccos=  
связаны между собой тождественным соотношением 

2
arccosarcsin π

=+ xx  при 1≤x . Используя это равенство, выразим 

одну функцию через другую xx arcsin
2

arccos −=
π  и подставим по-

лученное выражение в данное неравенство: 

xx arcsin
2

arcsin −>
π , 

2
arcsin2 π

>x , 

4
arcsin π

>x . 

Так как 
2

arcsin π
≤x , то 

2
arcsin

4
ππ

≤< x . Взяв от каждой 
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части неравенства синус, получим ( )
2

sinarcsinsin
4

sin ππ
≤< x , 

1
2
2

≤< x . 

г) Решение.  ( ) ( )3arccos3arccos 2 +≤− xx , 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤−

−≥+
+≥−

;13
,13

,33

2

2

x
x

xx
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤−

−≥
≥−−

;04
,4

,06

2

2

x
x

xx
 

( )( )
( )( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≥
≤+−
≥+−

;4
,022
,023

x
xx
xx

 

2−=x . 
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